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1 Ââåäåíèå
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àäàïòàöèè ïîÿâèâøåãîñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ 20-ãî âåêà (ñì.,
íàïðèìåð, êíèãè [3, 5, 6], ñîäåðæàùèå áîëüøîå ÷èñëî ññûëîê íà ëèòåðàòóðó) ìåòîäà ¾Ãóñå-
íèöà¿-SSA ê àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîïóùåííûìè íàáëþäåíèÿìè. Òàêèå ïîïûòêè óæå
äåëàëèñü (ñì. [7], ãäå èçëîæåíèå î÷åíü êðàòêîå è íå ðàñêðûâàåò äåòàëåé, è [8], ãäå ìåòîä çàïîë-
íåíèÿ ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ), íî ìû ïðè çàïîëíåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü
äðóãèå èäåè, ñëåäóÿ [2, 3, 5].

Îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé ìåòîäà SSA â ïðèìåíåíèè ê àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ áåç ïðîïóñêîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ âîçìîæíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå ñòðóêòó-
ðû ðÿäà (âûÿâëåíèå òðåíäîâîé, ãàðìîíè÷åñêèõ è øóìîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ) áåç ïðåäïîëîæåíèé
î ìîäåëè ðÿäà. Îäíàêî ïðîãíîç âûäåëåííûõ ìåòîäîì ñîñòàâëÿþùèõ ðÿäà âîçìîæåí òîëüêî
â ðàìêàõ íåêîòîðîé, äîñòàòî÷íî øèðîêîé, íî âñå-òàêè ìîäåëè ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãíîçèðóåìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà (ñì. [5]) (èëè,
÷òî ïî÷òè òî æå ñàìîå, âðåìåííûì ðÿäîì, óïðàâëÿåìûì íåêîòîðîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëîé). Èäåÿ çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ â ðàìêàõ ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA â áîëüøîé ñòåïå-
íè àíàëîãè÷íà èäåå ïðîãíîçà è ñîñòîèò â ïðîäîëæåíèè âûäåëåííîé ìåòîäîì ñîñòàâëÿþùåé
ðÿäà è åå ñòðóêòóðû íà ìåñòà ïðîïóùåííûõ íàáëþäåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî è òåîðåòè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû îòíîñèòåëüíî óñëîâèé è ñïîñîáîâ òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â
ñîñòàâëÿþùèõ íàáëþäàåìîãî ðÿäà ñ ïðîïóñêàìè îòíîñÿòñÿ ê ðÿäàì êîíå÷íîãî ðàíãà.

Òàêæå, êàê è â áàçîâîì ìåòîäå ¾Ãóñåíèöà¿-SSA, ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ìîäèôèêàöèè äëÿ
èññëåäîâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîïóñêàìè, äàþùèå òî÷íûå ðåçóëüòàòû â äîñòàòî÷íî æåñò-
êèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìè è ê ðåàëüíûì ðÿäàì ñ ïðîïóñêàìè, ïðèâîäÿ
â ýòîì ñëó÷àå ê ïðèáëèæåííûì ðåçóëüòàòàì.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ îäíîâðåìåííî ðåøàþò çàäà÷ó
ïðîãíîçà, åñëè ãðóïïà ïðîïóñêîâ ðàñïîëîæåíà â êîíöå ðÿäà. Ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå øèðîêî
âçãëÿíóòü íà çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäîñòàâëÿåò íîâûå âàðèàíòû åå ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2 ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòû, íå
ñâÿçàííûå íàïðÿìóþ ñ àíàëèçîì âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîïóñêàìè. Ïåðâûå äâà ïîäðàçäåëà ñî-
äåðæàò ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, âåêòîðîâ èç íèõ, à òàêæå
èõ ñóæåíèé íà ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Â ïîñëåäíåì ïîäðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ áàçîâîãî ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ áåç ïðîïóñêîâ.

Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî ðàçäåëà ê ïîäïðîñòðàíñòâàì, ïîðîæ-
äåííûì íàáëþäàåìûì âðåìåííûì ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà ñ ïðîïóñêàìè, è òàê íàçûâàåìûì
âåêòîðàì âëîæåíèÿ (îòðåçêàì âðåìåííîãî ðÿäà çàäàííîé äëèíû). Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ è ôîðìóëû äëÿ çàïîëíåíèÿ âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð âëîæåíèÿ ïðîïóñ-
êîâ.

Â ðàçäåëå 4, îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ, ìû ïðåäëàãàåì íàáîð ìîäèôèêàöèé
ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA, ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü ñîñòàâëÿþùèå èç ðåàëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
ñ îäíîâðåìåííûì çàïîëíåíèåì â íèõ ïðîïóñêîâ. Òàì æå ïðèâåäåí ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé
ðàáîòó ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ.

1 c©Í.Ý. Ãîëÿíäèíà, Å.Â. Îñèïîâ
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2 Îáùèå ðåçóëüòàòû
2.1 Çàïîëíåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà â ïîäïðîñòðàíñòâå
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn. Åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó ðàçìåðà n × n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç En. ×åðåç I îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

{
1, . . . , n

}
è

áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå åãî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî S = {i1, . . . , is} ⊂ I, ãäå
|S| = s.

Ïîä ñóæåíèåì âåêòîðà X =
(
x1, . . . , xn

)T ∈ Rn íà ìíîæåñòâî èíäåêñîâ S áóäåì ïîíèìàòü
âåêòîð X

∣∣
S =

(
xi1 , . . . , xi|S|

)T ∈ R|S|.
Ñóæåíèåì ìàòðèöû íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó, ñîñòàâ-

ëåííóþ èç âåêòîðîâ�ñòîëáöîâ, ñóæåííûõ íà ýòî ìíîæåñòâî.
Ñóæåíèåì q-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Gq íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ S áóäåì íà-

çûâàòü ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âñå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Gq, ñóæåííûå íà ýòî ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ, è îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç Gq

∣∣
S . Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî áàçèñà

{
Hi

}q

i=1
ïîä-

ïðîñòðàíñòâà Gq èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Gq

∣∣
S = span

(
H1

∣∣
S , . . . , Hq

∣∣
S
)
.

Ðàññìîòðèì m�ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Dm ⊂ Rn. Íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç

{
Rk

}m

k=1
. Òàêæå ââåäåì ìàòðèöó R =

[
R1 : . . . : Rm

]
.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ P.
Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ïóñòü ìàòðèöà E|P| −R

∣∣
P(R

∣∣
P)T íåâûðîæäåíàÿ. Òîãäà äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî âåêòîðà X ∈ Dm èìååò ìåñòî ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ âåêòîð X
∣∣
P ÷åðåç X

∣∣
I\P :

X
∣∣
P =

(
E|P| −R

∣∣
P(R

∣∣
P)T

)−1R
∣∣
P(R

∣∣
I\P)TX

∣∣
I\P . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P = {1, . . . , |P|}. Îáîçíà÷èì
X1 = X

∣∣
P , X2 = X

∣∣
I\P , R1 = R

∣∣
P è R2 = R

∣∣
I\P . Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî RRTX = X èìååò

ìåñòî äëÿ ëþáîãî X ∈ Dm è

RRT =
(

R1RT
1 R1RT

2

R2RT
1 R2RT

2

)
,

òî X1 = R1RT
1 X1 +R1RT

2 X2. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì çàâåðøàþùåå
äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâî

(
E|P| −R

∣∣
P
(
R

∣∣
P
)T)

X
∣∣
P = R

∣∣
P
(
R

∣∣
I\P

)T
X

∣∣
I\P .

¤

Ëåììà 2.1 Ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) dim Dm

∣∣
I\P = dim Dm;

2) íàáîð
{
Rk

∣∣
I\P

}m

k=1
ëèíåéíî íåçàâèñèì è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà Dm

∣∣
I\P ;

3) äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà Y ∈ Dm âûïîëíÿåòñÿ Y
∣∣
I\P 6= 0|I\P|;

4) span
(
ei, i ∈ P) ∩ Dm =

{
0n

}
;

5) ìàòðèöà
(
E|P| −R

∣∣
P(R

∣∣
P)T

)−1 ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé 1) � 4) î÷åâèäíà.
Ðàâíîñèëüíîñòü 4) è 5). Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî 5) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà V ∈ Dm

∣∣
I\P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð G ∈ Dm

òàêîé, ÷òî V = G
∣∣
I\P . Ïîêàæåì, ÷òî 4) òîæå ýêâèâàëåíòíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ.
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Ïîñêîëüêó âåêòîðà {Rk

∣∣
I\P}m

k=1 ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Dm

∣∣
I\P , òî âåêòîð V ìî-

æåò áûòü çàïèñàí â âèäå V =
m∑

k=1

akRk

∣∣
I\P . Òîãäà â êà÷åñòâå íóæíîãî âåêòîðà G âîçüìåì

âåêòîð G =
m∑

k=1

akRk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçíûõ âåêòîðà G1 è G2 òàêèå, ÷òî

V = G1

∣∣
I\P = G2

∣∣
I\P . Òîãäà ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü G1 − G2 =

∑
i∈P αiei ∈ Dm. Íî ýòà

ðàçíîñòü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà span
(
ei, i ∈ P) ∩ Dm =

{
0n

}
, ÷òî

è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Çàìå÷àíèå 2.1 Íåðàâåíñòâî ïóíêòà 4) ëåììû 2.1 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
n − m ≥ |P|. Ýòî îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò â âåêòîðå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (1).

Ñôîðìóëèðóåì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, äàþùèõ âûðàæåíèå ïåðâîé (P = {1}) è ïîñëåäíåé
(P = {n}) êîîðäèíàòû ÷åðåç îñòàëüíûå.

Ñëåäñòâèå 2.1 Îáîçíà÷èì ν2 : = π1
2 + . . .+πm

2, ãäå πi � n-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Ri, è{
ROi

}m

i=1
� âåêòîðà

{
Ri

}m

i=1
áåç ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò (ðàçìåðíîñòè n − 1). Ïóñòü en /∈ Dm

è X = (x1, . . . , xn)T ∈ Dm. Òîãäà ν2 < 1 è xn =
n−1∑
k=1

akxn−k, ãäå

(an−1, . . . , a1)T =
1

1− ν2

m∑

i=1

πiR
O
i . (2)

Ñëåäñòâèå 2.2 Îáîçíà÷èì µ2 : = ρ1
2 + . . . + ρm

2, ãäå ρi � 1-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Ri, è{
RMi

}m

i=1
� âåêòîðà

{
Ri

}m

i=1
áåç ïåðâûõ êîìïîíåíò (ðàçìåðíîñòè n − 1). Ïóñòü e1 /∈ Dm è

X = (x1, . . . , xn)T ∈ Dm. Òîãäà µ2 < 1 è x1 =
n∑

k=2

akxk, ãäå

(a2, . . . , an)T =
1

1− µ2

m∑

i=1

ρiR
M
i . (3)

2.2 Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ
Ðàññìîòðèì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà L(1) è L(2) ïðîñòðàíñòâà Rn ðàçìåðíîñòåé m è m̃ ≤ n −m

ñîîòâåòñòâåííî. Ñíà÷àëà íàéäåì ÿâíûé âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà Π(1)
I\P îðòîãîíàëüíîãî ïðîåê-

òèðîâàíèÿ R|I\P| íà L(1)
∣∣
I\P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

{
Rk

}m

k=1
íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà L(1), R =
[
R1 : . . . : Rm

]
. Äëÿ áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè ôîðìóëèðîâêè ïðåäëî-

æåíèÿ ïîëîæèì V = R
∣∣
I\P è W = R

∣∣
P .

Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà E|P|−WWT íåâûðîæäåíà. Òîãäà ìàò-
ðèöà Π(1)

I\P îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Π(1)
I\P âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Π(1)
I\P = VVT + VWT

(
E|P| −WWT

)−1WVT. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îáîçíà÷èì A = VTV (ìàòðèöû A è WTW èìåþò
ðàçìåð m×m). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.1 ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êàê ìàòðèöà
Ãðàìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèìîé. Èçâåñòíî, ÷òî
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ìàòðèöà îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà
ñòîëáöû ìàòðèöû V, èìååò âèä Π(1)

I\P = VA−1VT. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ íàéòè âèä ìàòðèöû
A−1.

Òàê êàê âåêòîðà
{
Rk

}m

k=1
ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ L(1), òî RTR = Em. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû,

RTR =
(
R

∣∣
I\P

)TR
∣∣
I\P +

(
R

∣∣
P
)TR

∣∣
P = A + WTW.

Îòñþäà èìååì A = Em −WTW. Ïîêàæåì, ÷òî A−1 = Em + WT
(
E|P| −WWT

)−1W. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

A
(
Em + WT

(
E|P| −WWT

)−1W
)

=

=
(
Em −WTW

)(
Em + WT

(
E|P| −WWT

)−1W
)

= Em.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìàòðèöû A−1, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà Π(1)
I\P :

Π(1)
I\P = VA−1VT = VVT + VWT

(
E|P| −WWT

)−1WVT.

¤
Ââåäåì åùå îäèí îïåðàòîð Π(1) îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Rn íà L(1). Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå äàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ è îïåðàöèÿ ñóæåíèÿ â íåêî-
òîðîì ñìûñëå ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 Åñëè L(1) ⊥ L(2) è L(1)
∣∣
I\P ⊥ L(2)

∣∣
I\P , òî

(
Π(1)X

)∣∣
I\P = Π(1)

I\P
(
X

∣∣
I\P

)

äëÿ ëþáîãî X ∈ L(1) ⊕ L(2)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð X ∈ L(1)⊕L(2) è çàïèøåì åãî â âèäå X = Π(1)X+Π(2)X,

ãäå Π(2) � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Rn íà L(2). Ñóçèì êîìïîíåíòû âåêòîðà
X íà èíäåêñû I \ P:

X
∣∣
I\P =

(
Π(1)X

)∣∣
I\P +

(
Π(2)X

)∣∣
I\P .

Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ñóæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
(
Π(1)X

)∣∣
I\P ∈ L(1)

∣∣
I\P è

(
Π(2)X

)∣∣
I\P ∈

L(2)
∣∣
I\P . Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ L(1)

∣∣
I\P ⊥ L(2)

∣∣
I\P çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

2.3 Ïîíÿòèÿ ìåòîäà SSA
Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1), ñîñòîÿùèé èç N ýëåìåíòîâ.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ ìåòîäà �Ãóñåíèöà�-SSA, ñëåäóÿ [1, 2, 5].

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî L, 1 < L < N , íàçûâàåìîå äëèíîé îêíà. Ïðîöåäó-
ðà âëîæåíèÿ ïåðåâîäèò èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-ìåðíûõ âåêòîðîâ
âëîæåíèÿ {Xi}K

i=1, ãäå K = N − L + 1, ïî ôîðìóëå

Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T, 1 ≤ i ≤ K.
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Èç ýòèõ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóåòñÿ L-òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà X (èëè
ïðîñòî òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà) ðÿäà FN :

X = [X1 : . . . : XK ].

Ïðè çàïèñè ÷åðåç ýëåìåíòû èñõîäíîãî ðÿäà FN òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà ðÿäà áóäåò èìåòü âèä

X = (xij)
L,K
i,j=1 =




f0 f1 f2 . . . fK−1

f1 f2 f3 . . . fK

f2 f3 f4 . . . fK+1
... ... ... . . . ...
fL−1 fL fL+1 . . . fN−1




. (5)

Î÷åâèäíî, ÷òî xij = fi+j−2 è ìàòðèöà X èìååò îäèíàêîâûå ýëåìåíòû íà âñåõ ¾äèàãîíàëÿõ¿ ñ
i + j = Const. Ìàòðèöû òàêîãî âèäà íàçûâàþò ãàíêåëåâûìè.

Ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãàíêåëåâîé ìàòðèöåé â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö ñ
íîðìîé Ôðîáåíèóñà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ãàíêåëèçàöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå çíà-
÷åíèé íà äèàãîíàëÿõ i + j = Const íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ çíà÷åíèé. Ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãàíêåëåâûìè ìàòðèöàìè è âðåìåííû-
ìè ðÿäàìè. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ê âðåìåííîìó ðÿäó ñ ïîìîùüþ ãàíêåëèçàöèè
ìàòðèöû è çàòåì èñïîëüçîâàíèå ýòîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ (äèàãîíàëü <�>
çíà÷åíèå ðÿäà, ñì. (5)) íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1 L-òðàåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñòîëáöîâ (èëè ïðîñòî òðàåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì) L(L)(FN ) ðÿäà FN ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå îêíà L áóäåì íàçûâàòü ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó âñåõ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, èíà÷å ãîâîðÿ: L(L) = L(L)(FN ) def= span(X1, . . . , XK).
L-òðàåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê (èëè ïðîñòî òðàåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê)
L(K)(FN ) ðÿäà FN ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå îêíà L áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòðîê
L-òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ïóñòü 0 ≤ d ≤ L. Åñëè dimL(L) = d, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN

èìååò L-ðàíã d, è çàïèñûâàòü ýòî êàê rankL(FN ) = d. Äëÿ íóëåâîãî ðÿäà ïîëîæèì dimL(L) = 0.
Åñëè ðàâåíñòâî rankL(FN ) = d < N/2 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî L, d ≤ min(L,K), òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN èìååò ðàíã d (rank(FN ) = d). Åñëè òàêîå d ñóùåñòâóåò, òî ðÿä FN áóäåì
íàçûâàòü ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.

Äëÿ ðÿäà êîíå÷íîãî ðàíãà d ÷åðåç Ld áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òðàåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
(ðàçìåðíîñòè d).

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
Ui, i = 1, . . . , d = rankX, ìàòðèöû S = XXT, ñîîòâåòñòâóþùèõ d íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì
÷èñëàì S. Âåêòîðà U1, . . . , Ud ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ñèíãóëÿðíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ìàòðèöû X.

Ïðèâåäåííîå íèæå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðÿäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà äîñòà-
òî÷íî áîëüøîå.

Ïðåäëîæåíèå 2.4 Ëþáîé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðîèçâåäåíèé ïîëè-
íîìîâ, ýêñïîíåíò è êîñèíóñîâ, ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì â òåîðèè SSA (à åãî àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëîã
ñîñòàâëÿåò îñíîâó ïðèìåíåíèÿ SSA ê àíàëèçó ðåàëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ).

Îïðåäåëåíèå 2.3 Åñëè òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ è òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
ñòðîê äâóõ ðÿäîâ îðòîãîíàëüíû, òî ðÿäû íàçûâàþòñÿ ðàçäåëèìûìè.
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Åñëè äâà ðÿäà F
(1)
N è F

(2)
N ðàçäåëèìû, òî áàçèñ Ui, i = 1, . . . , d, òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ðÿäà FN = F
(1)
N +F

(2)
N ìîæíî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ ñîâïàäàþùèìè ñîáñòâåí-

íûìè ÷èñëàìè, ò.å. îòñóòñòâèåì ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè) ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ
ñîñòàâëÿåò áàçèñ òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðâîãî ðÿäà F

(1)
N , à âòîðàÿ � áàçèñ òðàåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ðÿäà F
(2)
N . Òåì ñàìûì, â ñëó÷àå (ñèëüíî) ðàçäåëèìûõ ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N ìåòîä

SSA ïîçâîëÿåò ïî íàáëþäàåìîé ñóììå ðÿäîâ FN = F
(1)
N + F

(2)
N íàéòè ñëàãàåìûå, ñïðîåêòèðî-

âàâ âåêòîðà âëîæåíèÿ ðÿäà FN íà íàéäåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà è òåì ñàìûì ïîëó÷èâ âåêòîðà
âëîæåíèÿ ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N .

3 Âåêòîðà âëîæåíèÿ è òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ ðÿäîâ
êîíå÷íîãî ðàíãà ñ ïðîïóñêàìè

3.1 Çàïîëíåíèå ïðîïóñêîâ â âåêòîðå âëîæåíèÿ
Ïóñòü FN ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà d è L � íåêîòîðàÿ äëèíà îêíà, d < min(L,K),
K = N − L + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàáëþäàåìîì ðÿäå FN ÷àñòü çíà÷åíèé ïðîïóùåíà (ò.å.
÷àñòü çíà÷åíèé ñ÷èòàåòñÿ íåèçâåñòíîé), íî åãî L-òðàåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ld ⊂ RL èçâåñòíî.

Âîçüìåì îäèí èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ðÿäà FN , ñîäåðæàùèé êàê ïðîïóùåííûå, òàê è èç-
âåñòíûå êîìïîíåíòû ðÿäà, è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç X, à óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ åãî
ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò ÷åðåç P. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ïîä ìíîæåñòâîì I âñåãäà áóäåì
ïîíèìàòü ìíîæåñòâî

{
1, . . . , L

}
. Òîãäà ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I\P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî

èçâåñòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà X, à ñóæåíèÿ X
∣∣
P è X

∣∣
I\P � âåêòîðà, ñîñòîÿùèå èç ïðîïóùåí-

íûõ è èçâåñòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà X ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ
ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò X

∣∣
P âåêòîðà X ïî èçâåñòíûì X

∣∣
I\P .

Ïðèìåíèì òåîðèþ ðàçäåëà 2 (ñ m = d, Dm = Ld) ê âåêòîðó X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ld óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Òîãäà ôîð-
ìóëà (1) ðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ X

∣∣
P ïî X

∣∣
I\P è, ñëåäîâàòåëüíî, âîññòàíàâëèâàåò ïðîïó-

ùåííûå çíà÷åíèÿ ðÿäà FN , âõîäÿùèå â âåêòîð âëîæåíèÿ X.
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íà ÷èñëî ïðîïóùåííûõ íàáëþäåíèé (çàìå÷àíèå 2.1), ãîâîðÿùåå î

òîì, ÷òî ÷èñëî èçâåñòíûõ íàáëþäåíèé â âåêòîðå äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ðàíãà ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî íåîáõîäèìûì.

Ïðèìåð 3.1 Ðàññìîòðèì ðÿä fn = a + b(−1)n, n = 0, . . . , 4, äëèíû 5, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ñóììó êîíñòàíòíîãî ðÿäà è ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ïåðèîäîì 2 (òàê íàçûâàåìàÿ "ïèëà").
Ðàíã d òàêîãî ðÿäà ðàâåí 2. Çàôèêñèðóåì äëèíó îêíà L = 3 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
ðÿäà f1 è f3 ïðîïóùåíû. Ïðè äàííîé äëèíå îêíà ðÿä áóäåò èìåòü òðè âåêòîðà âëîæåíèÿ �
X1, X2 è X3. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð X2 ñîäåðæèò òîëüêî îäíó èçâåñòíóþ êîìïîíåíòó, è ïî-
ýòîìó âîññòàíîâèòü ïðîïóñêè â ýòîì âåêòîðå íå óäàñòñÿ, òàê êàê íàðóøàåòñÿ íåîáõîäèìîå
óñëîâèå èç çàìå÷àíèÿ 2.1. Îñòàëüíûå äâà âåêòîðà âëîæåíèÿ ñîäåðæàò ïî äâå èçâåñòíûõ êîì-
ïîíåíòû è íåîáõîäèìîå óñëîâèå âîññòàíîâëåíèÿ íå íàðóøàåòñÿ. Îäíàêî âîññòàíîâèòü ïðîïóñ-
êè ýòèõ âåêòîðîâ íåâîçìîæíî, òàê êàê X1

∣∣
{1, 3} = X3

∣∣
{1, 3} = (a + b, a + b)T è dimLd

∣∣
{1, 3} =

dim span(X1

∣∣
{1, 3}, X3

∣∣
{1, 3}) = 1. Ïîëó÷àåì íàðóøåíèå óñëîâèÿ dimLd

∣∣
{1, 3} = dimLd, ÷òî, â

ñèëó ëåììû 2.1, îçíà÷àåò íàðóøåíèå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåíèÿ 2.1.

Òåïåðü óñëîæíèì ñèòóàöèþ: ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ñ ïðîïóñêàìè ÿâëÿåòñÿ ñóì-
ìîé äâóõ ðàçäåëèìûõ ðÿäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà F

(1)
N è F

(2)
N , ò.å. FN = F

(1)
N + F

(2)
N . Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî íàì èçâåñòíû òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ) L(1) è L(2) ðÿ-
äîâ F

(1)
N è F

(2)
N , ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ, ýòè ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëü-

íû: L(1)⊥L(2). Ïóñòü îïÿòü X � âåêòîð âëîæåíèÿ ðÿäà FN ñ ïðîïóñêàìè íà ìåñòàõ èç P,
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X = X(1) + X(2), ãäå X(i), i = 1, 2 � ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà âëîæåíèÿ F
(i)
N . Áóäåì ðåøàòü

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåêòîðà âëîæåíèÿ ïåðâîãî ðÿäà X(1) ïî X
∣∣
I\P .

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ X(1) ðàçáèâàåòñÿ íà çàäà÷è ïîèñêà X(1)
∣∣
I\P è X(1)

∣∣
P . Åñëè ïåðâàÿ

çàäà÷à ðåøåíà, òî íàõîæäåíèå X(1)
∣∣
P ïî X(1)

∣∣
I\P ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå (1), ãäå R � ìàò-

ðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L(1).
Óòâåðæäåíèÿ ðàçäåëà 2.2 äàþò íàì ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ X(1)

∣∣
I\P , åñëè âûïîë-

íåíî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñóæåííûõ òðàåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ L(1)
∣∣
I\P è L(2)

∣∣
I\P . Òîãäà

ïðîåêòèðîâàíèå êîìïîíåíò âåêòîðà X
∣∣
I\P íà L(1)

∣∣
I\P äàåò êîìïîíåíòû ðÿäà F

(1)
N , òàê êàê

ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð âëîæåíèÿ X(1) ðÿäà F
(1)
N â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè L(1) è L(2) ðàâåí

Π(1)X.
Òàêèì îáðàçîì, X(1)

∣∣
I\P ñòðîèòñÿ ïî X

∣∣
I\P ïî ôîðìóëå (4), ãäå R � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L(1), à X(1)
∣∣
P ñòðîèòñÿ

ïî X(1)
∣∣
I\P ïî ôîðìóëå (1) ñ òîé æå ìàòðèöåé R. Òåì ñàìûì, áóäóò íàéäåíû âñå çíà÷åíèÿ

ðÿäà F
(1)
N , âõîäÿùèå â åãî âåêòîð âëîæåíèÿ X(1), â òîì ÷èñëå ñòîÿùèå íà ìåñòàõ ïðîïóùåííûõ

çíà÷åíèé ðÿäà FN .

3.2 Íàõîæäåíèå òðàåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ èñõîäíîãî ðÿäà è åãî ñîñòàâëÿ-
þùèõ

Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä FN , èìåþùèé L-ðàíã d, è åãî âåêòîðà âëîæåíèÿ
{
Xi

}K

i=1
. Ïîëó÷èì

ñíà÷àëà óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî íàéòè áàçèñ òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ Ld =
span(Xi, i = 1, . . . , d) ýòîãî ðÿäà ïî íàáëþäàåìîìó ðÿäó ñ ïðîïóñêàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ⊂ {
1, . . . , K

}
ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòîëáöîâ L-òðàåêòîðíîé ìàòðèöû

ðÿäà X, íå èìåþùèõ ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C 6= ∅ è ðàññìîòðèì ìàòðèöó
X̃, ñîñòàâëåííóþ èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ áåç ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü L̃d = span(Xi, i ∈ C). Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1 Ñðåäè âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, íå èìåþùèõ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, íàé-
äåòñÿ d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L̃d = Ld. Ïðè ýòîì îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà Ld ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà U1, . . . , Ud ìàòðèöû
S̃ = X̃X̃T, ñîîòâåòñòâóþùèå d íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì S̃.

Ñôîðìóëèðóåì áîëåå êîíñòðóêòèâíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.2 Åñëè ðÿä FN èìååò ðàíã d, e1 /∈ Ld, eL /∈ Ld è ðÿä èìååò L + d − 1
ïîäðÿä èäóùèõ èçâåñòíûõ çíà÷åíèé, òî L̃d = Ld.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå, ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, íå ñî-

äåðæàùèõ ïðîïóñêè, íàéäåòñÿ d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ k, ÷òî âåêòîðà âëîæåíèÿ

{
Xk+i

}d

i=1
íå ñîäåðæàò ïðîïóùåííûõ çíà÷å-

íèé. Èç óñëîâèé e1 /∈ Ld è eL /∈ Ld ñëåäóåò, ÷òî âðåìåííîé ðÿä FN ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
áåñêîíå÷íîãî â îáå ñòîðîíû âðåìåííîãî ðÿäà F L-ðàíãà d (äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåä-
ñòâèè 2.1 è ñëåäñòâèè 2.2 ïðè n = L, m = d è Dm = Ld). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä FN èìååò
êîíå÷íûé ðàíã d è, â ÷àñòíîñòè, rankd+1 FN = d, e1, ed+1 /∈ L(d+1)(FN ). Îòñþäà, èñïîëüçóÿ
ñëåäñòâèå 2.1 ñ n = d + 1, m = d, Dm = L(d+1)(FN ), ïîëó÷àåì, ÷òî

Xi+d =
d∑

j=1

aj Xi+d−j , 1 ≤ i ≤ K − d.

http://www.gistatgroup.com/gus/books.html 7



Ñëåäîâàòåëüíî, âñå âåêòîðà âëîæåíèÿ ñ èíäåêñàìè áîëüøèìè, ÷åì k + d, ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ Xk+1, . . . , Xk+d.

Àíàëîãè÷íî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðà âëîæåíèÿ ñ èíäåêñàìè îò 1
äî k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ Xk+1, . . . , Xk+d. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷èëè, ÷òî âñå âåêòîðà âëîæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íàáîð âåêòîðîâ

{
Xk+i

}d

i=1
. Ïîñêîëüêó

ðàçìåðíîñòü òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà d, òî ýòè âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìû. ¤
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàáëþäàåòñÿ ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ñóììîé äâóõ ðàçäåëèìûõ

ðÿäîâ: FN = F
(1)
N + F

(2)
N . Ïóñòü óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.1 âûïîëíåíû, áàçèñ òðàåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà Ld ðÿäà FN íàéäåí, è ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
L(1) è L(2) ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N , èñïîëüçóÿ X̃ = X̃(1) + X̃(2).

Åñëè ïðîñòðàíñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö X̃(1) è X̃(2) îðòîãîíàëüíû, òî ñîáñòâåííûå
âåêòîðà U1, . . . , Ud ìàòðèöû S̃, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Ld, òàêæå, êàê è â ñëó÷àå
ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè, äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè, ñîñòàâëÿþùèå áàçèñû òðàåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
L(1) è L(2). Òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ îðòîãîíàëüíû â ñèëó ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ F

(1)
N

è F
(2)
N . Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñòðîê ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè:
∑

k∈ C
f

(1)
i+k−1f

(2)
j+k−1 = 0, i, j = 0, . . . , L− 1. (6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ áàçèñîâ òðàåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ L(1) è
L(2) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 3.1, à òàêæå óñëîâèÿ (6).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè èñõîäíûé ðÿä â âèäå ñóììû êîíñòàíòíîãî ðÿäà è ãàð-
ìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ïåðèîäîì T . Èçâåñòíî, ÷òî åñëè L è K êðàòíû T , òî ðÿäû áóäóò ðàçäåëèìû.
Åñëè ïðîïóùåííûì îêàæåòñÿ ïîëíûé ïåðèîä ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé è N è L äîñòàòî÷íî
áîëüøèå, òî âñå ðàâíî áàçèñû ïðîñòðàíñòâ L(1) è L(2) ìîãóò áûòü íàéäåíû.

3.3 Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñóæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Â ðàçäåëå 2.2 áûëî ïîëó÷åíî (à â ðàçäåëå 3.1 � èñïîëüçîâàíî) ïðåäëîæåíèå 2.3 î ñâîéñòâàõ
îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Π(1)

I\P , â êîòîðîì ðàññìàòðèâàëñÿ âåêòîð X è åãî
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò P, ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ
L(1)

∣∣
I\P è L(2)

∣∣
I\P . Ïóñòü L(1) è L(2) � òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N . Òîãäà

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äàþò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè L(1)
∣∣
I\P ⊥

L(2)
∣∣
I\P :

∑

k∈I\P
f

(1)
i+k−1f

(2)
j+k−1 = 0, i, j = 0, . . . ,K − 1. (7)

Çàìå÷àíèå 3.1 Åñëè ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ðàçäåëèìû, òî (7) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

∑

k∈P
f

(1)
i+k−1f

(2)
j+k−1 = 0, i, j = 0, . . . ,K − 1. (8)

Ïðèìåðîì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) îïÿòü ñëóæèò èñõîäíûé ðÿä â âèäå ñóììû êîíñòàíòíîãî
ðÿäà è ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ïåðèîäîì T , à òàêæå L, K è ÷èñëî ïîäðÿä èäóùèõ ïðîïóùåííûõ
íàáëþäåíèé, êðàòíûå T . Îäíàêî òàêæå íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû L áûëî áîëüøå ÷èñëà
ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé è P çàäàâàëî ïîçèöèè ïðîïóñêîâ â âåêòîðå âëîæåíèÿ, ñîäåðæàùåì âñå
ïðîïóñêè.
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4 ¾Ãóñåíèöà¿-SSA äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîïóùåííûìè çíà-
÷åíèÿìè

4.1 Ñõåìà àëãîðèòìà
Ðåçóëüòàòîì áàçîâîãî àëãîðèòìà ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå íàáëþäàåìîãî
âðåìåííîãî ðÿäà íà àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå. Àëãîðèòì ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA äëÿ ðÿäîâ
áåç ïðîïóñêîâ [1, 5] ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ, ðàçëîæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü,
êàæäûé ýòàï ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ: Âëîæåíèå è Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå � øàãè ïåðâîãî
ýòàïà, è Ãðóïïèðîâêà è Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå � øàãè âòîðîãî ýòàïà. Äëÿ àíàëèçà ðÿäîâ
ñ ïðîïóñêàìè îáùàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìà òà æå, íî øàãè ýòàïîâ áóäóò íåñêîëüêî äðóãèìè.

Èòàê, ó íàñ åñòü èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1), ñîñòîÿùèé èç N ýëåìåí-
òîâ, ÷àñòü êîòîðûõ íåèçâåñòíà. Îïèøåì ñõåìó àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé
ñîñòàâëÿþùåé ðÿäà F

(1)
N íà îñíîâå ñóììû äâóõ: FN = F

(1)
N + F

(2)
N .

4.1.1 Ïåðâûé ýòàï: ðàçëîæåíèå

Øà ã 1. Âëîæåíèå
Çàôèêñèðóåì äëèíó îêíà L : 1 < L < N . Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ ïåðåâîäèò èñõîäíûé âðåìåííîé
ðÿä â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-ìåðíûõ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ {Xi}K

i=1, ãäå K = N − L + 1. ×àñòü
âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ìîæåò èìåòü ïðîïóñêè. Èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ áåç ïðîïóñêîâ Xi, i ∈ C
(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èõ íå ïóñòîå ìíîæåñòâî) îáðàçóåì ìàòðèöó X̃, êîòîðàÿ ïðè îòñóòñòâèè
ïðîïóñêîâ ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðíîé ìàòðèöåé ðÿäà FN .
Øàã 2. Íàõîæäåíèå áàçèñà
Ïóñòü S̃ = X̃X̃T. Îáîçíà÷èì λ1, . . . , λL ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû S̃, âçÿòûå â íåâîçðàñòà-
þùåì ïîðÿäêå (λ1≥ . . .≥λL ≥ 0) è U1, . . . , UL � îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû S̃, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, d = max{i : λi > 0}.

4.1.2 Âòîðîé ýòàï: âîññòàíîâëåíèå
Øà ã 3a. Âûáîð ïîäïðîñòðàíñòâà è ïðîåêöèÿ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ áåç ïðîïóñêîâ
Âûáèðàåòñÿ íàáîð íîìåðîâ Ir =

{
i1, . . . , ir

} ⊂ {
1, . . . , d

}
, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îáðàçóåòñÿ ïîä-

ïðîñòðàíñòâî Mr = span(Ui1 , . . . , Uir), ñîîòâåòñòâóþùåå âûäåëÿåìîé êîìïîíåíòå. Âûáîð ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ F

(1)
N , ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ íà

ýòàïå ãðóïïèðîâêè â áàçîâîì àëãîðèòìå SSA è ìû íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ. Îäíèì èç
ïðèçíàêîâ íóæíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åãî ôîðìà ïîäîáíà ôîðìå ñîñòàâ-
ëÿþùåé ðÿäà F

(1)
N . Çàòåì ïðîèñõîäèò ïðîåêòèðîâàíèå âåêòîðîâ âëîæåíèÿ áåç ïðîïóñêîâ íà

âûáðàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Mr:

X̂i =
∑

k∈Ir

(Xi, Uk)Uk, i ∈ C. (9)

Øàã 3b. Ïðîåêöèÿ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ñ ïðîïóñêàìè
Äàííûé øàã äëÿ êàæäîãî âåêòîðà âëîæåíèÿ ñ ïðîïóñêàìè íà ìåñòàõ èç P (ìíîæåñòâî P ñâîå
äëÿ êàæäîãî âåêòîðà) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:

(α) âû÷èñëåíèÿ X̂i

∣∣
I\P ,

(β) âû÷èñëåíèÿ X̂i

∣∣
P .

Òàê êàê ñîñåäíèå âåêòîðà âëîæåíèÿ èìåþò îáùóþ èíôîðìàöèþ, òî åå èñïîëüçîâàíèå ïðèâîäèò
ê áîëüøîìó ÷èñëó âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, â òîì ÷èñëå è äëÿ
âåêòîðîâ ñ P = I. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñïîñîáîâ áóäóò îïèñàíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Çàìåòèì,
÷òî øàã 3b ìîæåò ïðèâåñòè è ê èçìåíåíèþ âåêòîðîâ X̂i, i ∈ C.
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Ðåçóëüòàòîì øàãîâ 3a è 3b ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà X̂ = [X̂1 . . . : X̂K ], ñëóæàùàÿ àïïðîêñèìàöèåé
òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà F

(1)
N ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ìíîæåñòâà Ir.

Øàã 4. Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå
Íà ïîñëåäíåì øàãå áàçîâîãî àëãîðèòìà ìàòðèöà X̂ ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé ðÿä F̃

(1)
N (âîññòàíîâ-

ëåííûé ðÿä) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4.1 Åñëè ïðîïóñêè íàõîäÿòñÿ â êîíöå ðÿäà, òî âûäåëåíèå ðÿäà F
(1)
N c çàïîë-

íåíèåì ïðîïóñêîâ � ýòî ôàêòè÷åñêè ïðîãíîç ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ðÿäà.

4.2 Ãðóïïû ïðîïóñêîâ
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäëîæèòü âàðèàíòû øàãà 3b äëÿ çàïîëíåíèÿ âåêòîðîâ ñ ïðîïóñêàìè, íàì
ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ðàçáèåíèå âñåãî ìíîæåñòâà ïðîïóñêîâ íà ãðóïïû. Ââåäåì ïîíÿòèå ãðóïïû
ïðîïóñêîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå îêíà L.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ãðóïïîé ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà áóäåì íàçûâàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïðîïóùåííûìè çíà÷åíèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåíåå L íåïðî-
ïóùåííûõ çíà÷åíèé;

2) ó ñàìîãî ïðàâîãî/ëåâîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ñðåäè åãî L ñîñåäåé ñïðàâà/ñëåâà (åñëè îíè
íàéäóòñÿ) íåò íè îäíîãî ïðîïóñêà.

Òàêèì îáðàçîì, íå ìåíåå ÷åì L ïîäðÿä èäóùèõ èçâåñòíûõ çíà÷åíèé ðÿäà ðàçãðàíè÷èâàþò
ãðóïïû ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ãðóïïó, ó êîòîðîé ñàìûé ïðàâûé/ëåâûé ýëåìåíò ëåæèò íà ðàññòîÿíèå
ìåíüøåì, ÷åì L, îò ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ðÿäà, íàçîâåì ïðàâîé/ëåâîé. Åñëè ïðàâûé èëè ëåâûé
ýëåìåíò ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ðÿäà, òî ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü êðàéíåé. Ãðóïïó áóäåì
íàçûâàòü âíóòðåííåé, åñëè îíà íå ïðàâàÿ è íå ëåâàÿ. Ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ñïëîøíîé, åñëè
îíà ñîñòîèò èç ïîäðÿä èäóùèõ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Íàáîðîì âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ãðóïïû ïðîïóñêîâ áóäåì íàçûâàòü íàáîð
ïîäðÿä èäóùèõ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, ÷àñòü êîìïîíåíò êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ýòèì ïðîïóñêàì.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíó ãðóïïó ïðîïóñêîâ è ñîîòâåòñòâóþùèé åé íàáîð âåêòîðîâ
âëîæåíèÿ Xl, . . . , Xp, òàê êàê ðàçíûå íàáîðû âåêòîðîâ âëîæåíèÿ íå ñîäåðæàò èíôîðìàöèè
äðóã î äðóãå è â ýòîì ñìûñëå íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó øàã 3b ìîæíî ïðèìåíÿòü
íåçàâèñèìî ê êàæäîé ãðóïïå ïðîïóñêîâ (êàæäîìó íàáîðó âåêòîðîâ).

4.3 Ñïîñîáû çàïîëíåíèÿ ïîçèöèé èçâåñòíûõ êîìïîíåíò â íàáîðå âåêòîðîâ
âëîæåíèÿ ãðóïïû ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé

Ïðåäëîæèì ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è (α) âû÷èñëåíèÿ X̂i

∣∣
I\P , l ≤ i ≤ p.

Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïîçèöèé èçâåñòíûõ çíà÷åíèé çà ñ÷åò íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà Π(1)

I\P äëÿ âñåõ âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ãðóïïû ïðîïóñêîâ (åñòåñòâåííî, ìíîæåñòâî P
äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ñâîå) ïî ôîðìóëå X̂i

∣∣
I\P = Π(1)

I\P
(
Xi

∣∣
I\P

)
íàçîâåì ¾Ïðîåêòîð ÏÈ¿.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ñïîñîáà è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàåò óòâåðæäåíèå 2.2, ãäå
m = r, L(1) = Mr è R � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà Ui, i ∈ Ir.

Ïðåäëîæèì àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò, ïðèìåíèìûé äëÿ ñïëîøíûõ ãðóïï ïðîïóñêîâ, êðàé-
íèõ èëè âíóòðåííèõ. Îí îñíîâàí íà òîì, ÷òî â òðàåêòîðíûõ ìàòðèöàõ (à X̂ ïî ñìûñëó ÿâëÿåòñÿ
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àïïðîêñèìàöèåé òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà F
(1)
N ) çíà÷åíèÿ íà äèàãîíàëÿõ ñ èíäåêñàìè (i, j),

i + j = Const, îäèíàêîâûå.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ ãðóïïó. Â ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå âåêòîðîâ X̂q, q =

l, . . . , p, ìåñòà èçâåñòíûõ êîìïîíåíò X̂q

∣∣
I\P îáðàçóþò äâà �òðåóãîëüíèêà�, ïðàâûé è ëåâûé.

Îáîçíà÷àÿ x̂i,j i-é ýëåìåíò âåêòîðà X̂j , îïèøåì ìåòîä íà ïðèìåðå çàïîëíåíèÿ ëåâîãî �òðå-
óãîëüíèêà�, êîòîðûé çàïèøåì êàê íàáîð s-x �äèàãîíàëåé�: {(i, j) : i + j = s, l + 1 ≤ s ≤
l + L− 1, l ≤ j ≤ l + L− 2}. Çàìåòèì, ÷òî �òðåóãîëüíèê� è �äèàãîíàëü� ïîíèìàþòñÿ êàê ÷àñòè
ìàòðèöû [X̂l : . . . : X̂p].

Ïîñêîëüêó ãðóïïà âíóòðåííÿÿ, ñîñåäíèå ñëåâà âåêòîðà X̂l−m, m = 1, ..., l0 ïðè íåêîòîðîì
l0 ≥ 1, íå èìåþò ïðîïóñêîâ è âñå èõ êîìïîíåíòû óæå âû÷èñëåíû íà øàãå 3a. Åñëè ìû ðàññìîò-
ðèì ìàòðèöó [X̂l−l0 : . . . : X̂p], òî ìåòîä ¾Êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ âåêòîðîâ¿ ñîñòîèò â çàìåíå
âñåõ êîìïîíåíò s-é äèàãîíàëè x̂i,j ñ i+ j = s è l− l0 ≤ j ≤ l+L−2 íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
óæå ïîëó÷åííûõ íà øàãå 3a çíà÷åíèé x̂i,j ñ i + j = s, l − l0 ≤ j ≤ l − 1. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä
ìåíÿåò òàêæå íåêîòîðûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ X̂l−l0 , . . . : X̂l−1.

Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äåëàåòñÿ ñ ïðàâûì �òðåóãîëüíèêîì�.
Åñëè ãðóïïà êðàéíÿÿ, òî â çàïîëíåíèè íóæäàåòñÿ òîëüêî ëèáî ïðàâûé, ëèáî ëåâûé �òðå-

óãîëüíèê�.

4.4 Ñïîñîáû âîññòàíîâëåíèÿ ïîçèöèé ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò â íàáîðå
âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ãðóïïû ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé

Ïðåäëîæèì ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è (β) âû÷èñëåíèÿ X̂i

∣∣
P ïðè óñëîâèè, ÷òî X̂i

∣∣
I\P

óæå ïîëó÷åíû.
Äëÿ ïåðâîãî ñïîñîáà ïîòðåáóåì îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 2.1 äëÿ

êàæäîãî âåêòîðà íàáîðà è, åñëè âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, âîññòàíîâèì ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ
êàæäîãî âåêòîðà ïî ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëå (1). Òàêîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåí-
íûõ çíà÷åíèé íàáîðà âåêòîðîâ âëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1), ãäå m = r, Dm = Mr è
R � ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà Ui, i ∈ Ir, áóäåì íàçûâàòü
îäíîâðåìåííûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 2.1 äëÿ ðàçíûõ P ÿâëÿåò-
ñÿ î÷åíü æåñòêèì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà
õîòÿ áû ó îäíîãî èç âåêòîðîâ íàáîðà êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ êîìïîíåíò ìåíüøå ðàíãà ðÿäà (èëè
âåêòîð âîâñå ñîñòîèò òîëüêî èç ïðîïóñêîâ), ðåøèòü çàäà÷ó ïðåäëîæåííûì ñïîñîáîì íåâîçìîæ-
íî.

Ïðåäëîæèì äðóãîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé, îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî
â òðàåêòîðíûõ ìàòðèöàõ çíà÷åíèÿ íà äèàãîíàëÿõ ñ èíäåêñàìè (i, j), i+j = Const, îäèíàêîâûå.
Ïîýòîìó ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðîïóñêè â îäíîì èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, à ïðîïóñêè â ñîñåäíèõ
âåêòîðàõ çàïîëíèòü çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïî óæå âîññòàíîâëåííîìó âåêòîðó.

Ðàññìîòðèì íàáîð âåêòîðîâ âëîæåíèÿ Xl, . . . , Xp. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X̂q

∣∣
I\P , q = l, . . . , p,

óæå ñîñ÷èòàíû îäíèì èç ñïîñîáîâ, îïèñàííûõ â ïîäðàçäåëå 4.3.
Ïðåäëîæèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïîëíåíèÿ.
1) Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãðóïïà ïðîïóñêîâ íå ÿâëÿëàñü ëåâîé. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð Xl èìååò

åäèíñòâåííûé ïðîïóñê íà ìåñòå ñâîåé ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìíîæå-
ñòâî ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé P = {L}. Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 2.1. Åñëè
eL /∈Mr, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïîñëåäíåå çíà÷åíèå y âåêòîðà X̂l êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
åãî ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàäàâàåìûìè ôîðìóëîé (2). Äàëåå èñïîëüçóåì
ýòî çíà÷åíèå y äëÿ çàïîëíåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ X̂l+j ñ íîìåðàìè L − j, j = 1, . . . , L − 1.
Ïîñëå òàêîé îïåðàöèè ñëåäóþùèé âåêòîð X̂l+1 áóäåò èìåòü (åñëè ãðóïïà ñïëîøíàÿ) òîëüêî
îäíî ïðîïóùåííîå çíà÷åíèå íà ìåñòå ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû. Ïîýòîìó âñþ îïåðàöèþ ìîæíî
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ïîâòîðèòü çàíîâî. È ò.ä. Òàêîé ñïîñîá áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûì ñïîñîáîì âîññòà-
íîâëåíèÿ ñëåâà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà ïðîïóñêîâ íå ñïëîøíàÿ, òî äëÿ ÷àñòè âåêòîðîâ Xq,
l < q < p, íå ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü ïðîöåäóðó çàïîëíåíèÿ.

2) Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâà âñå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî, è
ñâîäèòñÿ ê çàïîëíåíèþ ïåðâîé êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëå (3), çàäàâàåìîé â ñëåäñòâèè 2.2. Óñëî-
âèÿìè âîçìîæíîñòè òàêîãî çàïîëíåíèÿ áóäóò òî, ÷òî ãðóïïà ïðîïóñêîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé, è
e1 /∈Mr.

3) Ïîä äâóñòîðîííèì ïîñëåäîâàòåëüíûì âîññòàíîâëåíèåì äî ñåðåäèíû ïîäðàçóìåâàåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ ñëåâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëåâîé ïîëî-
âèíû çíà÷åíèé ãðóïïû ïðîïóñêîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ïðàâîé ïîëîâèíû ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé.

4) Ïîä äâóñòîðîííèì ïîñëåäîâàòåëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ñ óñðåäíåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ ñëåâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷å-
íèé ãðóïïû ïðîïóñêîâ, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâà. Â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà âîññòàíîâëåíèÿ òî÷åê áåðåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâ âîññòàíîâëå-
íèÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ. Äâóñòîðîííèå ìåòîäû ïðèìåíèìû òîëüêî ê âíóòðåííèì
ãðóïïàì.

Ïðåèìóùåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîâðåìåí-
íûì ÿâëÿþòñÿ ñëàáûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè, à íåäîñòàòêîì � òî, ÷òî îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ
ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ.

Çàìå÷àíèå 4.2 Åñëè ñïëîøíàÿ ãðóïïà ïðîïóñêîâ äëèíû m ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé ïðàâîé
(äðóãèõ ãðóïï ïðîïóñêîâ íåò) è ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä çàïîëíåíèÿ ¾Êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ âåê-
òîðîâ¿ è ¾Ïîñëåäîâàòåëüíûé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ ñëåâà¿, òî ðåçóëüòàò áóäåò ñîâïàäàòü ñ
áàçîâûì ìåòîäîì SSA, ïðèìåíåííûì ê ïåðâûì N − m òî÷êàì ðÿäà ñ ïîñëåäóþùèì ðåêóð-
ðåíòíûì ïðîãíîçîì (ñì. [2, 5]) âûäåëåííîé êîìïîíåíòû ðÿäà íà m òî÷åê âïåðåä.

4.5 Ôîðìàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA äëÿ ðÿäîâ,
èìåþùèõ ïðîïóùåííûå çíà÷åíèÿ

Êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå ñïîñîáîâ àíàëèçà ðÿäîâ ñ ïðîïóñêàìè, îñíîâàííûõ íà ñâîéñòâàõ
âûäåëÿåìîãî ðÿäà, ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêæå ôîðìàëüíûé âàðèàíò çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ. Îí
ñîñòîèò â çàìåíå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ íà àíàëîãè÷íóþ ôîðìàëüíóþ ïðîöåäóðó,
ïðèìåíèìóþ ê âåêòîðàì ñ ïðîïóñêàìè.

4.5.1 Îïåðàöèÿ � * �
Ââåäåì îïåðàöèþ � * �, êîòîðàÿ áóäåò ÷èñëåííî çàìåíÿòü îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
äëÿ âåêòîðîâ ñ ïðîïóñêàìè. Ðàññìîòðèì äâà âåêòîðà A = (a1, . . . , an)T è B = (b1, . . . , bn)T è
èõ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|A ∪ B| < n. Òîãäà çàäàäèì îïåðàöèþ � * � ôîðìóëîé:

(
A,B

)∗ = AT ∗B =
n

n− |A ∪ B|
∑

k:k/∈A∪B
akbk.

(Çäåñü çàïèñü
(
A,B

)∗ ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà, ýòî íå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.) ßñíî, ÷òî ðå-
çóëüòàò îïåðàöèè � * � ÷èñëåííî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â Rn,
åñëè óìíîæàòü âåêòîðà áåç ïðîïóñêîâ. Äëÿ ìàòðèö A = [A1 : . . . : Ak] è B = [B1 : . . . : Bl],
Ai, Bi ∈ Rn, îïðåäåëèì îïåðàöèþ � * � ïî ôîðìóëå A∗B = {(Ai, Bj)∗}k

i=1
l
j=1. Åñëè âñå âåêòîðà

îáåèõ ìàòðèö íå ñîäåðæàò ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò, òî A ∗B = AB.
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4.5.2 Ìîäèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè � * �
Ïðåäëîæèì ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè.

1. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû S̃ íà øàãå 2 ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó, âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëå S̃ =
X ∗XT, ãäå X � òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà ðÿäà FN , ñîäåðæàùàÿ ïðîïóñêè.

Ïðåäëîæåííûé âûøå ñïîñîá îáîáùèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âåëè÷èíó τ , 0 ≤
τ ≤ L, êîòîðóþ íàçîâåì ïîðîãîì êîëè÷åñòâà ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò. Äàëåå îáðàçóåì ìàòðè-
öó X̃(τ), ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå τ ïðîïóùåííûõ êîìïîíåíò, è
S̃ = X̃(τ) ∗X̃T

(τ). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà X̃(0) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé X̃, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ
áåç ïðîïóñêîâ, à X̃(L) = X.

Çàìå÷àíèå 4.3 Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ èçâåñòíà ìîäèôèêàöèÿ áàçîâîãî ìåòîäà SSA
ïîä íàçâàíèåì Òåïëèöåâ âàðèàíò SSA. Ñ ó÷åòîì ââåäåíèÿ îïåðàöèè � * � äëÿ îáîáùåíèÿ ýòîé
ìîäèôèêàöèè íà ñëó÷àé ðÿäîâ ñ ïðîïóñêàìè ìàòðèöà S̃ áóäåò èìåòü âèä S̃ = KC̃, ãäå C̃ = {c̃ij}
è äëÿ F (k,g) = (fk, . . . , fg)T

c̃ij =
1

N − |i− j|
(
F (0,N−|i−j|−1), F (|i−j|,N−1)

)∗
, 1 ≤ i, j ≤ L.

(çäåñü N −|i− j| � îáùåå ÷èñëî ïàð, êîòîðûå âîîáùå ìîãóò âîéòè â ïðîèçâåäåíèå, ò.å. ðàçìåð-
íîñòü óìíîæàåìûõ âåêòîðîâ).

Äàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû S̃ íàçîâåì ¾Òåïëèöåâûì¿ (â îòëè÷èå îò îñíîâíîãî,
êîòîðûé ïî àíàëîãèè ñ øàãîì 2 áàçîâîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå, êîãäà ïðîïóñêîâ íåò, ìîæíî
íàçâàòü ¾SVD¿ � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå).

2. Â êà÷åñòâå ïðîåêöèé âåêòîðîâ âëîæåíèÿ íà øàãå 3, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, èìåþò ëè
îíè ïðîïóñêè, ìîæíî âçÿòü

X̂i =
∑

k∈Ir

(Xi, Uk)∗Uk, i ∈ C. (10)

Çäåñü (Xi, Uk)∗ èìååò ñìûñë ïðèáëèæåíèÿ k-é ãëàâíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà Xi. Ïîýòîìó òàêîé
ñïîñîá íàçîâåì ¾Ãëàâíûå êîìïîíåíòû¿.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèêàöèé �Òåïëèöåâ� è �Ãëàâíûå êîìïî-
íåíòû� áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ àíàëèçà ñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ â ðàáîòå [8]. Äëÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ èëè êîðîòêèõ ðÿäîâ ýòè ìîäèôèêàöèè äàþò íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

4.6 Ïðèìåð
Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäîâ çàïîëíåíèÿ ïðîïóñêîâ ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé âðåìåí-
íîé ðÿä äëèíû 144, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîëè÷åñòâî ïåðåâåçåííûõ ïàññàæèðîâ íà ìåæäóíà-
ðîäíûõ àâèàëèíèÿõ, íà÷èíàÿ ñ ÿíâàðÿ 1949 ãîäà (äàííûå âïåðâûå îïóáëèêîâàíû â [4]). Êàæäàÿ
òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îáúåìó ïàññàæèðîïåðåâîçîê çà 1 ìåñÿö, ÷èñëà äàíû â òûñÿ÷àõ ÷åëîâåê.
Ïîñòàâèì 12 èñêóññòâåííûõ ïðîïóñêîâ, íà÷èíàÿ ñ 68-é òî÷êè (ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûìè â òå÷åíèå ãîäà ñ àâãóñòà 1954 ãîäà). Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðîïóñêîâ
ìîæíî áóäåò ñðàâíèòü ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Òàêæå äîáàâèì ê ðÿäó 12 ïðîïóñêîâ â êîíöå.
Èõ çàïîëíåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîãíîçó ðÿäà. Ïîëó÷åííûé âðåìåííîé ðÿä èçîáðàæåí
íà ðèñ. 1.

Ïåðâûé âîïðîñ, êàêóþ âûáðàòü äëèíó îêíà L. Îáùàÿ ðåêîìåíäàöèÿ äëÿ àíàëèçà ðÿäà
áåç ïðîïóñêîâ áûëà áû òàêàÿ: âçÿòü äëèíó îêíà, áëèçêóþ ê ïîëîâèíå äëèíû ðÿäà è êðàòíóþ
ïðåäïîëàãàåìîìó ïåðèîäó 12 ìåñÿöåâ. Òàêèì êðèòåðèÿì ñîîòâåòñòâóåò äëèíà îêíà, ðàâíàÿ 72.
Îäíàêî ïðè òàêîì âûáîðå L âñå âåêòîðà âëîæåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü ïðîïóñêè. ×òîáû îáîéòèñü
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Ðèñ. 1: Èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä ñ ïðîïóñêàìè

Ðèñ. 2: Âîññòàíîâëåííûé ðÿä ñ çàïîëíåííûìè ïðîïóñêàìè

áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè � * �, âûáåðåì äëèíó îêíà ïîìåíüøå. Âûáîð L = 36 äàñò íàì 62
âåêòîðà âëîæåíèÿ áåç ïðîïóñêîâ.

Àíàëèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ U1, . . . , UL (äëÿ ðåàëüíûõ ðÿäîâ, êàê ïðàâèëî, d = L) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ íîìåðàìè 1, 6 è 9 ñîîòâåòñòâóþò òðåíäó, à ñîáñòâåííûå
âåêòîðà ñ íîìåðàìè 2�5, 7�8 è 10�13 ñîîòâåòñòâóþò ñåçîííîé êîìïîíåíòå ðÿäà. Îñòàëüíûå ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðà ìîæíî îòíåñòè ê øóìó. Ïîýòîìó, ÷òîáû âîññòàíîâèòü äåòåðìèíèðîâàííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ ðÿäà, âûáåðåì r = 13 è Ir = {1, 2, . . . , 13}.

Ê ïåðâîé ñïëîøíîé âíóòðåííåé ãðóïïå ïðîïóñêîâ ïðèìåíèìû âñå 10 âàðèàíòîâ âûïîë-
íåíèÿ øàãà 3b: äâà âàðèàíòà äëÿ äåéñòâèÿ (α) (¾Ïðîåêòîð ÏÈ¿ è ¾Êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ
âåêòîðîâ¿), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ 5 âàðèàíòîâ äëÿ äåéñòâèÿ (β) (îäíîâðåìåííîå çàïîëíåíèå
ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé è ÷åòûðå ðàçíîâèäíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîãî çàïîëíåíèÿ). Ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèëó÷øåå âîññòàíîâ-
ëåíèå ïðîèçîøëî äëÿ âàðèàíòà ¾Ïðîåêòîð ÏÈ¿ c îäíîâðåìåííûì çàïîëíåíèåì ïðîïóñêîâ. Ïðè
ýòîì ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå â ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèÿõ ðàâíÿåòñÿ ïðèìåðíî 6, à â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ � 4.75, ÷òî íåíàìíîãî ìåíüøå.

Ïðèìåíèì ýòè æå âàðèàíòû è äëÿ çàïîëíåíèÿ âòîðîé ãðóïïû. Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà
ðèñ. 2. Íà ãðàôèêå ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí âîññòàíîâëåííûé ðÿä â îáëàñòè âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîïóñêîâ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ.
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