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Ââ å ä å í è å
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ïðîãíîçèðîâàíèþ âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ íà îñíîâå ìîùíîãî è áûñòðî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìåòîäà àíàëèçà
âðåìåííûõ ðÿäîâ, ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA (â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòå-
ðàòóðå îí ïîÿâèëñÿ ïîä èìåíåì ¾Ãóñåíèöà¿, à â àíãëîÿçû÷íîé � ïîä
èìåíåì SSA, Singular Spectrum Analysis, îòñþäà è ïîëíîå íàçâàíèå
ìåòîäà). Îïèñàíèå ìåòîäà, åãî ïðèìåíåíèé è ññûëêè íà ëèòåðàòó-
ðó ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1, 2]. Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [3] è ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò èçëî-
æåííûé òàì ìàòåðèàë. Ïðè èçëîæåíèè ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèé è ïîíÿòèé êíèãè [2], à òàêæå áóäåì ïðèâîäèòü áåç ññû-
ëîê è äîêàçàòåëüñòâ ñîäåðæàùèåñÿ òàì ðåçóëüòàòû.

Ïðîãíîçèðîâàíèå, â îòëè÷èå îò àíàëèçà, âîçìîæíî òîëüêî ïðè
íàëè÷èè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âðåìåííîãî ðÿäà. Ìîäåëü äîëæíà
ëèáî ïîðîæäàòüñÿ ñàìèìè äàííûìè, ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, òåñòè-
ðîâàòüñÿ íà èìåþùèõñÿ äàííûõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü,
ñîãëàñîâàííóþ ñ ìåòîäîì ¾Ãóñåíèöà¿-SSA.

Â ìåòîäå ¾Ãóñåíèöà¿-SSA âðåìåííîìó ðÿäó FN = (f0, . . . , fN−1)
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîð âåêòîðîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ñêîëüçÿ-
ùèõ îòðåçêîâ ðÿäà âûáðàííîé äëèíû L. Ýòè âåêòîðû ïîðîæäàþò
òðàåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ld ⊂ IRL ðàçìåðíîñòè d ≤ L.

Â ðàáîòàõ [4, 5] ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû, ñâÿçûâàþùèå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà IRL c ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè óðàâíåíèÿìè è ïîðîæ-
äàåìûìè èìè âðåìåííûìè ðÿäàìè. Â [6, 7, 2] èäåè ðàáîò [4, 5] äî-
âåäåíû äî àëãîðèòìîâ ïðîäîëæåíèÿ è ïðîãíîçà âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà SSA
ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî âðåìåííûõ ðÿäîâ, îïèñûâàåìûõ ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë (ËÐÔ). Ïðè ýòîì ïîðÿ-
äîê ËÐÔ ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, çàðàíåå íåèçâåñòåí, ïîýòîìó
êëàññ ðÿäîâ, óïðàâëÿåìûõ òàêèìè ËÐÔ, äîñòàòî÷íî øèðîê è âàæåí
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé. Íàïðèìåð, áåñêîíå÷íûé âðåìåííîé
ðÿä óïðàâëÿåòñÿ ËÐÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé ïðîèçâåäåíèé ýêñïîíåíò, ïîëèíîìîâ è ãàðìî-
íèê.

Ðÿä, óïðàâëÿåìûé ËÐÔ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò ðå-
êóððåíòíîå ïðîäîëæåíèå, òàê êàê êàæäûé åãî ÷ëåí ðàâåí ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïðåäûäóùèõ. Ïîýòîìó êîýôôè-
öèåíòû ýòîé ëèíåéíîé ôîðìóëû (åñëè îíè èçâåñòíû) ìîãóò áûòü
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èñïîëüçîâàíû è äëÿ ïðîäîëæåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Âàæíî îòìå-
òèòü, ÷òî íàì íåîáÿçàòåëüíî èñêàòü ËÐÔ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè, òàê êàê ëþáàÿ ËÐÔ, óïðàâëÿþùàÿ ðÿäîì, ïðèâîäèò ê îäíîìó
è òîìó æå ïðîäîëæåíèþ. Òåì ñàìûì, ãëàâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íà-
õîæäåíèå ïîðÿäêà è êîýôôèöèåíòîâ íåêîòîðîé ËÐÔ, óïðàâëÿþùåé
ðÿäîì. Îáùàÿ èäåÿ íàõîæäåíèÿ ËÐÔ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü d � ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü âñåõ ËÐÔ, óïðàâëÿþùèõ
ðÿäîì. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëèíà îêíà L áîëüøå, ÷åì d, è
äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî ðàçìåðíîñòü òðàåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðÿäà F ðàâíÿåòñÿ d. Òðàåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïîðîæäàåò (ïðè ñëàáûõ è åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ) ËÐÔ
ðàçìåðíîñòè L−1, êîòîðàÿ óïðàâëÿåò âðåìåííûì ðÿäîì. Áàçîâûé
ìåòîä SSA ïîðîæäàåò åñòåñòâåííûé áàçèñ òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, íà îñíîâå êîòîðîãî êîíñòðóêòèâíî ñòðîèòñÿ óïðàâëÿþùàÿ
ËÐÔ. Åñëè ìû ïðèìåíèì ýòó ËÐÔ ê ïîñëåäíèì òî÷êàì ðÿäà, òî
ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå ðÿäà F .

Òà æå ñàìàÿ èäåÿ ðàáîòàåò è â ñëó÷àå ïðîäîëæåíèÿ àääèòèâ-
íîé êîìïîíåíòû F (1) ðÿäà F = F (1) +F (2). Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî êîìïîíåíòà F (1) óïðàâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ËÐÔ è ÿâëÿåòñÿ ðàçäå-
ëèìîé ñ îñòàòî÷íûì ðÿäîì F (2) = F−F (1) ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè
äëèíû îêíà L. Òîãäà îíà ìîæåò áûòü âûäåëåíà ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà SSA è ïðîäîëæåíà ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä F ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ñóììû ðÿäà F (1), äîïóñêàþùåãî ðåêóððåíòíîå ïðî-
äîëæåíèå, è îñòàòî÷íîãî ðÿäà F (2). Åñëè âòîðîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ øó-
ìîì, òî ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèãíàëà F (1) ïðè
íàëè÷èè øóìà F (2). Òàêæå ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ðÿäà F (1), åñëè ýòî òðåíä èëè ñåçîííàÿ êîìïîíåíòà ðÿäà F .

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðÿä èëè êîìïîíåíòà
ðÿäà äîïóñêàåò òî÷íîå ïðîäîëæåíèå, êàê ïðàâèëî, íå âûïîëíÿþò-
ñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûì ïðåäïîëîæåíèåì äëÿ âîçìîæíîñòè ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðîé
äëèíå ðÿäà êîìïîíåíòû ðÿäà F (1) è F (2) ïðèáëèæåííî ñèëüíî ðàç-
äåëèìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà SSA. Òîãäà ñ ïîìîùüþ SSA ìû ìîæåì
ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü ðÿä F (1) è ïîëó÷èòü òåì ñàìûì àïïðîê-
ñèìàöèþ êàê ñàìîãî ðÿäà F (1), òàê è åãî òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷àåì ñðàçó è ËÐÔ, ïðèáëèæåííî
óïðàâëÿþùóþ ðÿäîì F (1), è íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ýòîé ôîðìó-
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ëû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì âñå, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå
ðåêóððåíòíîå ïðîäîëæåíèå ðÿäà F (1) (ò. å. ïðîãíîç).

Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà ñîäåðæàíèè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Â ðàç-
äåë 1 âêëþ÷åí àëãîðèòì ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA. Ñëåäóþùèé ðàç-
äåë ñîäåðæèò îïèñàíèå ðÿäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü òî÷íî ïðîäîë-
æåíû ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèè, ïðåäîñòàâëÿåìîé ìåòîäîì ¾Ãóñåíè-
öà¿-SSA, à òàêæå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Â ðàç-
äåëå 2 ïðèâåäåíû äâà ìåòîäà ïðîãíîçà (ïðèáëèæåííîãî ïðîäîëæå-
íèÿ) âðåìåííûõ ðÿäîâ íà îñíîâå ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA. Â ÷åòâåð-
òîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåð-
âàëîâ äëÿ òî÷åê ïðîãíîçà. Â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåíû ðåêîìåíäàöèè ïî
âûáîðó ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðêå êà÷åñòâà ïðîãíîçà. Ìàòåðèàëû ýòîãî
ðàçäåëà âàæíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà è ñóììèðó-
þò ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. ×òîáû ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü, êàê îïèñàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, à òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, â ïðèëîæåíèå ê ðà-
áîòå âêëþ÷åí ïîäðîáíî ðàçîáðàííûé ïðèìåð ïðîãíîçà âðåìåííîãî
ðÿäà ìåòîäîì ¾Ãóñåíèöà¿-SSA.



1. Áàçîâûé àëãîðèòì ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA
Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåé-

øåì, ïðèâåäåì â ñîêðàùåííîì âèäå àëãîðèòì áàçîâîãî ìåòîäà SSA.
Ïóñòü N > 2. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîçíà÷íûé âðåìåííîé ðÿä

F = (f0, . . . , fN−1) äëèíû N . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðÿä F �
íåíóëåâîé, ò. e. ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî i, òàêîå ÷òî fi 6= 0.

Áàçîâûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà
ýòàïîâ, ðàçëîæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ.

1.1. Ïåðâûé ýòàï: ðàçëîæåíèå
Øà ã 1. Âëîæåíèå
Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ ïåðåâîäèò èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîìåðíûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü L � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî (äëèíà îêíà), 1 < L < N .

Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ îáðàçóåò K = N − L + 1 âåêòîðîâ âëîæåíèÿ

Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T, 1 ≤ i ≤ K,

èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü L.
L-Òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà (èëè ïðîñòî òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà)

ðÿäà F

X = [X1 : . . . : XK ]

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ êàê ñòîëáöîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðà-
åêòîðíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

X = (xij)
L,K
i,j=1 =




f0 f1 f2 . . . fK−1

f1 f2 f3 . . . fK

f2 f3 f4 . . . fK+1

...
...

... . . . ...
fL−1 fL fL+1 . . . fN−1




.

Î÷åâèäíî, ÷òî xij = fi+j−2 è ìàòðèöà X èìååò îäèíàêîâûå ýëåìåí-
òû íà ¾äèàãîíàëÿõ¿ i + j = const. (Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðíàÿ
ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé.) Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãàíêåëåâûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè L × K
è ðÿäàìè äëèíû N = L + K − 1.
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Øàã 2. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Ðåçóëüòàòîì ýòîãî øàãà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (àí-

ãëèéñêîå íàçâàíèå � SVD, Singular Value Decomposition) òðàåêòîð-
íîé ìàòðèöû ðÿäà.

Ïóñòü S = XXT. Îáîçíà÷èì λ1, . . . , λL ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû S, âçÿòûå â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå (λ1 ≥ . . . ≥ λL ≥ 0)
è U1, . . . , UL � îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ìàòðèöû S, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Ïóñòü d =
max{i, òàêèõ ÷òî λi > 0}.

Åñëè îáîçíà÷èòü Vi = XTUi/
√

λi, i = 1, . . . , d, òî ñèíãóëÿðíîå
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû X ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

X = X1 + . . . + Xd, (1)

ãäå Xi =
√

λiUiV
T
i . Êàæäàÿ èç ìàòðèö Xi èìååò ðàíã 1. Ïîýòîìó èõ

íàçîâåì ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè. Íàáîð (
√

λi, Ui, Vi) ìû áóäåì
íàçûâàòü i-é ñîáñòâåííîé òðîéêîé ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (1).

1.2. Âòîðîé ýòàï: âîññòàíîâëåíèå
Øà ã 3. Ãðóïïèðîâêà
Íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (1) ïðîöåäóðà ãðóïïèðîâêè äåëèò âñå

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , d} íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ I1, . . . , Im.

Ïóñòü I = {i1, . . . , ip}. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà XI ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå I, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

XI = Xi1 + . . . + Xip .

Òàêèå ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ I = I1, . . . , Im, òåì ñàìûì ðàçëî-
æåíèå (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñãðóïïèðîâàííîì âèäå

X = XI1 + . . . + XIm . (2)

Ïðîöåäóðà âûáîðà ìíîæåñòâ I1, . . . , Im è íàçûâàåòñÿ ãðóïïèðîâêîé
ñîáñòâåííûõ òðîåê.

Øàã 4. Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå
Íà ïîñëåäíåì øàãå áàçîâîãî àëãîðèòìà êàæäàÿ ìàòðèöà ñãðóï-

ïèðîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ (2) ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé ðÿä äëèíû N .
Ïóñòü Y � íåêîòîðàÿ L×K ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè yij .
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Ïðîöåäóðà äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïåðåâîäèò ìàòðèöó Y â
ðÿä (g0, . . . , gN−1), ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé k-é äèàãîíàëè ìàòðèöû
(çíà÷åíèÿì yij c i + j = k) ÷èñëî gk−2 êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà Y ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöåé
íåêîòîðîãî ðÿäà (h0, . . . , hN−1) (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìàòðèöà Y
ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé), òî gi = hi äëÿ âñåõ i.

Ïðèìåíèâ äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå ê ðåçóëüòèðóþùèì ìàòðè-
öàì XIk

, ìû ïîëó÷àåì ðÿäû F̃ (k) = (f̃ (k)
0 , . . . , f̃

(k)
N−1) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, èñõîäíûé ðÿä (f0, . . . , fN−1) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó m ðÿäîâ:

fn = f̃ (1)
n + · · ·+ f̃ (m)

n .



2. Âðåìåííûå ðÿäû êîíå÷íîãî ðàíãà,
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è óïðàâëÿþùèå
ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì êëàññ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû ñ ïîìîùüþ SSA-ïðîãíîçà, è ïðèâåäåì ðå-
çóëüòàòû î ñâÿçè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè, ïîðîæäåííûìè ñàìèìè
ðÿäàìè, è ëèíåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè.

2.1. Ðÿäû êîíå÷íîãî ðàíãà è ËÐÔ
Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1) ñ N ≥ 3 è çà-

ôèêñèðóåì äëèíó îêíà L (1 < L < N).
Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû âëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåêòîðîâ âëîæåíèÿ:

X
(L)
i = Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T, i = 1, . . . , K,

L(L) = L(L)(FN ) def= span(X1, . . . , XK) � òðàåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ðÿäà FN .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü 0 ≤ d ≤ L. Åñëè dim L(L) = d, òî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN èìååò L-ðàíã d, è çàïèñûâàòü ýòî êàê
rankL(FN ) = d. Äëÿ íóëåâîãî ðÿäà ïîëîæèì dim L(L) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî rankL(FN ) = d ìîæåò áûòü ñïðàâåä-
ëèâûì òîëüêî, åñëè

d ≤ min(L,K). (3)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì d áóäåì íàçûâàòü L, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
óñëîâèå (3), äîïóñòèìûì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëèíà îêíà, ðàâíàÿ L,
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òî è äëèíà îêíà, ðàâíàÿ N − L + 1, òàêæå
äîïóñòèìà.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè ðàâåíñòâî rankL(FN ) = d < N/2 èìå-
åò ìåñòî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî L, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN

èìååò ðàíã d (rank(FN ) = d). Åñëè òàêîå d ñóùåñòâóåò, òî ðÿä FN

áóäåì íàçûâàòü ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1.
1. rankL(FN ) = rankX = rankXXT = rankXTX.
2. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

{Ui}d
i=1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñ-

ëàì λ1 ≥ . . . ≥ λd ìàòðèöû XXT, ñîñòàâëÿåò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L(L).

3. ×èñëî rankL(FN ) ðàâíÿåòñÿ ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû X.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðÿäîâ êî-
íå÷íîãî ðàíãà äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ëþáîé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ïðîèçâåäåíèé ïîëèíîìîâ, ýêñïîíåíò è êîñèíóñîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âðåìåííîé ðÿä FN

èìååò êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ðàçìåðíîñòü, íå áîëüøóþ, ÷åì d
(fdim(FN ) ≤ d), åñëè 1 ≤ d < N − 1 è íàéäóòñÿ ÷èñëà a1, . . . , ad

òàêèå, ÷òî

fi+d =
d∑

k=1

ak fi+d−k, 0 ≤ i ≤ N − d− 1, ad 6= 0. (4)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè d < N − 2 èç íåðàâåíñòâà fdim(FN ) ≤ d
ñëåäóåò fdim(FN ) ≤ d + 1.

Îïðåäåëåíèå 2.4. ×èñëî d = min{k : fdim(FN ) ≤ k} íàçû-
âàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ðàçìåðíîñòüþ (ñîêðàùåííî � ïðîñòî
ðàçìåðíîñòüþ ðÿäà FN ) è çàïèñûâàåòñÿ fdim(FN ) = d. Äëÿ íóëå-
âîãî ðÿäà FN ñ fn ≡ 0 ïîëîæèì fdim(FN ) = 0.

Êàê ïðàâèëî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî fdim(FN ) > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôîðìóëà (4) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëîé (ËÐÔ). ËÐÔ (4) ñ d = fdim(FN ) íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ËÐÔ. Åñëè (4) ñïðàâåäëèâî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ðÿä FN óïðàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé (4).
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Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ËÐÔ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ËÐÔ, óïðàâëÿþùèõ íåêîòîðûìè ìîäåëü-

íûìè ðÿäàìè:
à) ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = an: fi+1 = afi, d = 1;
á) ýêñïîíåíöèàëüíî-ãàðìîíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn = Aeαn cos(2πωn + φ),

ãäå ω ∈ (0, 1/2), óïðàâëÿåòñÿ ËÐÔ

fi+2 = 2eα cos(2πω)fi+1 − e2αfi, d = 2;

â) ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = an + b ñ a 6= 0:

fi+2 = 2fi+1 − fi, d = 2;

ã) êâàäðàòè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn = n2:

fi+3 = 3fi+2 − 3fi+1 + fi, d = 3.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññà
ðÿäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà è ðÿäîâ, óïðàâëÿåìûõ ËÐÔ, äëÿ ðÿäîâ, áåñ-
êîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé â îáå ñòîðîíû
ðÿä F = (. . . , f−1, f0, f1, . . .). Äëÿ íåãî ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëî-
ãè÷íîå îïðåäåëåíèå ðàíãà êàê ðàíãà òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ñ áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîëáöîâ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ðÿäà
îãðàíè÷åíèÿ íà i è d â îïðåäåëåíèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ðàçìåðíî-
ñòè ðÿäà ïðîïàäàþò è ìîæíî óæå ãîâîðèòü íå î òîì, ñóùåñòâóåò
èëè íåò êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ðàçìåðíîñòü, à î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà
êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé. Åñëè ðàçìåðíîñòü êîíå÷íà, òî ñóùåñòâó-
åò ËÐÔ, óïðàâëÿþùàÿ ðÿäîì; èíà÷å òàêîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëû íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ëþáîé áåñêîíå÷íûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
êîíå÷íîãî ðàíãà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò ðàçìåð-
íîñòü d.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ïðè-
ìåðû ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë çàäàþò ìèíèìàëüíûå ËÐÔ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ êîíå÷íîé äëèíû ðÿä êî-
íå÷íîãî ðàíãà íå îáÿçàòåëüíî èìååò êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ðàçìåð-
íîñòü. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðÿä ñ fn = 1 äëÿ
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0 ≤ n ≤ N − 2 è fN−1 = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî rankL(FN ) = 2 äëÿ
2 ≤ L ≤ N − 1. Â òî æå âðåìÿ, ïðè d < N − 1 ðàâåíñòâî (4) íå
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ak.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [4]; â äàííîé ôîðìóëèðîâêå ñîäåð-
æèòñÿ â [2]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷èòü èç ðÿäà êîíå÷íîãî ðàíãà ðÿä,
óïðàâëÿåìûé ËÐÔ, ìîæíî, îòáðîñèâ íåñêîëüêî ïåðâûõ è íåñêîëüêî
ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ ðÿäà. Îáîçíà÷èì Fi,j = (fi−1, . . . , fj−1).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 1 ≤ rankL(FN ) = d < L. Òîãäà íàéäóòñÿ
öåëûå ÷èñëà d0 è M , òàêèå ÷òî 0 ≤ d0 ≤ d, 0 ≤ M ≤ d − d0 è
fdim(FM+1,M+K+d0) = d0.

2.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è ËÐÔ
Ïóñòü Ld ⊂ IRL � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-

íîñòè d. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà X ∈ IRL áóäåì îáîçíà÷àòü XO ∈ IRL−1

âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ L− 1 êîìïîíåíò âåêòîðà X. Îáîçíà-
÷èì P1, . . . , Pd íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Ld è ðàññìîòðèì ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî LOd , íàòÿíóòîå
íà âåêòîðû PO1 , . . . , POd . Ïóñòü πi � ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà
Pi.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî eL = (0, . . . , 0, 1) /∈ Ld, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
ν2 def= π2

1 + . . . + π2
d < 1. Åñòåñòâåííî íàçâàòü ν2 êîýôôèöèåíòîì

âåðòèêàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ld. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò âåð-
òèêàëüíîñòè ðàâíÿåòñÿ êâàäðàòó êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðîì eL

è ïðîñòðàíñòâîì Ld, à ñëåäîâàòåëüíî, ýòà õàðàêòåðèñòèêà íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà.

Èç eL /∈ Ld ñëåäóåò, ÷òî d < L. Ïîëîæèì

R =
1

1− ν2

d∑

i=1

πiP
O
i , R = (aL−1, . . . , a1)T. (5)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü X = (x1, . . . , xL)T ∈ Ld è eL /∈ Ld. Òîãäà

xL =
L−1∑
k=1

akxL−k, ãäå êîýôôèöèåíòû ak îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (5).

Ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû äàåò íàì âèä îäíîé èç óïðàâëÿþ-
ùèõ ðÿäîì ËÐÔ ðàçìåðíîñòè L− 1.
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Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü Ld = L(L)(FN ) è eL /∈ Ld. Òîãäà âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå fi+L−1 =
L−1∑
k=1

akfi+L−1−k, 0 ≤ i ≤ K − 1,
ãäå êîýôôèöèåíòû ak îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (5).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð R çàäàåò êîýôôèöèåíòû óïðàâëÿþùåé
ðÿäîì ËÐÔ. Ïîñìîòðèì òåïåðü íà âåêòîð R ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ïîëîæèì

Q = (1− ν2)
( −R

1

)
.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Âåêòîð Q ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðî-
åêöèåé âåêòîðà eL íà L⊥d . Áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
||Q||2 = 1− ν2 è ||R||2 = ν2/(1− ν2).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ν2 = 1, òî Q = 0L (âåêòîð R íå îïðåäåëåí â
ýòîì ñëó÷àå). Îáðàòíî, êîãäà ν2 = 0, ìû èìååì Q = eL è R = 0L−1.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî ðÿä, óïðàâëÿåìûé ËÐÔ ðàç-
ìåðíîñòè d, ïðè L ≥ d ïîðîæäàåò òðàåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè d. Òàêæå, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1, ïîäïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿ-
þùååñÿ òðàåêòîðíûì è íå ñîäåðæàùåå åäèíè÷íîãî îðòà, ïîðîæäà-
åò ðÿä, óïðàâëÿåìûé ËÐÔ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Ld ⊂ IRL �
íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d < L
è eL /∈ Ld. Ñôîðìóëèðóåì âîïðîñ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Ñóùåñòâó-
åò ëè íåíóëåâîé ðÿä òàêîé, ÷òî âåêòîðû åãî L-âëîæåíèÿ ïðèíàäëå-
æàò Ld?¿ Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ d < L − 1
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, êàê ïðàâèëî, îòðèöàòåëåí.

Çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî Ld c ïîìîùüþ ñèñòåìû èç L− d ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé:

xL + cj1xL−1 + . . . + cj,L−2x2 + cj,L−1x1 = 0

(1 ≤ j ≤ L−d), ãäå âåêòîðû (cj,L−1, . . . , cj1, 1)T ëèíåéíî íåçàâèñèìû
(ýòî âîçìîæíî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ eL /∈ Ld).

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Áåñêîíå÷íûé íåíóëåâîé âðåìåííîé ðÿä
Φ = (ϕ0, ϕ1, . . . ) òàêîé, ÷òî âåêòîðû åãî L-âëîæåíèÿ ïðèíàäëå-
æàò Ld, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëèíîìû

Pj(λ) = λL−1 + cj1λ
L−2 + . . . + cj,L−2λ + cj,L−1

(j = 1, . . . , L− d) èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îáùèé êîðåíü.
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Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü d = L− 1 è eL /∈ Ld. Òîãäà ËÐÔ

ϕn = a11ϕn−1 + . . . + a1,L−2ϕn−L+2 + a1,L−1ϕn−L+1, n ≥ L,

ñ a1k = −c1k ïîðîæäàåò âñå ðÿäû, ÷üè âåêòîðû L-âëîæåíèÿ ïðè-
íàäëåæàò Ld.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè d < L − 1, òî ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïî-
ëèíîìà ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè äîëæíû èìåòü îáùèé
êîðåíü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ñèòóàöèåé.

2.3. Ðåêóððåíòíîå ïðîäîëæåíèå è L-ïðîäîëæåíèå
Åñëè âðåìåííîé ðÿä FN óïðàâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ËÐÔ (4) ðàç-

ìåðíîñòè d < N , òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ðåêóððåíòíîå ïðîäîë-
æåíèå òàêîãî ðÿäà, ïîðîæäåííîå ýòîé æå ôîðìóëîé (4).

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåïåðü ïîíÿòèå ðåêóððåíòíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1) è çàôèêñèðó-
åì äëèíó îêíà 1 < L < N . Îáîçíà÷èì X1, . . . , XK ñîîòâåòñòâóþùèå
âåêòîðû L-âëîæåíèÿ è ïîëîæèì L(L) = span(X1, . . . , XK). Ïóñòü
d = dim L(L) (äðóãèìè ñëîâàìè, L-ðàíã ðÿäà FN ðàâíÿåòñÿ d). Î÷å-
âèäíî, ÷òî d ≤ min(L, K).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN äîïóñêàåò
ïðîäîëæåíèå â ïîäïðîñòðàíñòâå L(L) (èëè, áîëåå êîðîòêî, äîïóñêà-
åò L-ïðîäîëæåíèå), åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî f̃N òàêîå,
÷òî âñå âåêòîðû L-âëîæåíèÿ ðÿäà F̃N+1 = (f0, . . . , fN−1, f̃N ) ïðè-
íàäëåæàò L(L). Â ýòîì ñëó÷àå, ðÿä F̃N+1 (òàêæå, êàê è ñàìî ÷èñëî
f̃N ) ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîøàãîâûì L-ïðîäîëæåíèåì ðÿäà FN .

Ïðåäëîæåíèå 2.6. 1. Åñëè eL ∈ L(L), òî ðÿä FN íå äîïóñêà-
åò L-ïðîäîëæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè d = L, òî âðåìåííîé ðÿä
íå ìîæåò áûòü L-ïðîäîëæåí, òàê êàê óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè
â ýòîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ.

2. Åñëè d < L ≤ K è eL 6∈ L(L), òî ðÿä FN äîïóñêàåò L-ïðî-
äîëæåíèå.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëî-
âèÿ ïóíêòà 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.6 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà L(L)

âûïîëíåíû.
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Ïðåäëîæåíèå 2.7. 1. Îäíîøàãîâîå L-ïðîäîëæåíèå ðÿäà FN

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïî ôîðìóëå

f̃N =
L−1∑

k=1

ak fN−k, (6)

ãäå âåêòîð R = (aL−1, . . . , a1)T îïðåäåëåí â (5) ñ Ld = L(L).
2. Ðÿä FN óïðàâëÿåòñÿ òîé æå ñàìîé ËÐÔ (6), ò. å.

fi+L−1 =
L−1∑

k=1

ak fi+L−1−k, 0 ≤ i ≤ N − L.

3. Åñëè ðÿä FN äîïóñêàåò îäíîøàãîâîå L-ïðîäîëæåíèå, òî îí
ìîæåò áûòü L-ïðîäîëæåí íà ëþáîå ÷èñëî øàãîâ âïåðåä. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ L-ïðîäîëæå-
íèåì ðÿäà FN .

4. Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä FN óäîâëåòâîðÿåò ËÐÔ

fi+d0 =
d0∑

k=1

bk fi+d0−k, 0 ≤ i ≤ N − d0 − 1, (7)

è d0 ≤ min(L− 1,K). Òîãäà âåðíî d ≤ d0, eL /∈ L(L) è ðÿä äîïóñêà-
åò L-ïðîäîëæåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ
òîé æå ôîðìóëû (7).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèé ñëå-
äóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé rankL(FN ) < L ≤ K è eL /∈ L(L)

ïîíÿòèÿ ðåêóððåíòíîé ïðîäîëæèìîñòè è L-ïðîäîëæèìîñòè ñîâïà-
äàþò.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â îïðåäåëåíèè L-ïðîäîëæèìîñòè ðÿäà FN

L-ðàíãà d âñå ýëåìåíòû ýòîãî ðÿäà ôîðìàëüíî ïðèñóòñòâóþò, ïðî-
äîëæåííîå çíà÷åíèå f̃N îïðåäåëÿåòñÿ (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
eL /∈ Ld è d < L ≤ K) òîëüêî ïîñëåäíèì âåêòîðîì L-âëîæåíèÿ
XK . Áîëåå òî÷íî, âåêòîð âëîæåíèÿ X̃K+1 L-ïðîäîëæåííîãî ðÿäà
F̃N+1 èìååò âèä

X̃K+1 = DLXK , (8)
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ãäå ìàòðèöà DL ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

DL =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 aL−1 aL−2 . . . a1




(9)

è âåêòîð R = (aL−1, . . . , a1) îïðåäåëåí â (5). Ïî îïðåäåëåíèþ,
X̃K+1 ∈ Ld. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âåêòîð X̃OK+1, ñîñòîÿùèé èç ïåð-
âûõ L − 1 êîìïîíåíò âåêòîðà X̃K+1, ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì (XK)M,
ñîñòîÿùèì èç ïîñëåäíèõ L− 1 êîìïîíåíò âåêòîðà XK .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé âåêòîð X ∈ Ld, ïî-ïðåæíåìó ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî eL /∈ Ld (äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè íå ïðîèçâîëüíûå
âåêòîðû èç Ld, à òîëüêî âåêòîðû âëîæåíèÿ). Ïîñòàâèì çàäà÷ó íà-
õîæäåíèÿ âåêòîðà Y ∈ Ld òàêîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè
XM è Y O ìèíèìàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî Y = DLX òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà XM ∈ LOd , ãäå ïðîñòðàíñòâî LOd ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ
ZO ñ Z ∈ Ld. Â ýòîì ñëó÷àå Y O = XM, è ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà y
âåêòîðà Y èìååò ôîðìó y = (R, XM). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü Π � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè IRL−1 7→ LOd . Òîãäà Y O = ΠXM è
y = (R, Y O).

Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå, åñëè eL /∈ Ld, d < min(L,K) è
âåêòîð X = XK ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì L-òðàåêòîðíîé
ìàòðèöû âðåìåííîãî ðÿäà FN , òî âåêòîð XM ïðèíàäëåæèò LOd è
ΠXM = XM. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåíèå 2.8 îïèñûâàåò òî æå ñà-
ìîå ïðîäîëæåíèå ðÿäà FN ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (8) è (9). Çàìåòèì,
÷òî äëÿ d = L− 1 îïåðàòîð Π ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì (ðàâåíñòâî
ΠXM = XM ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî X).

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü d = L− 1, eL /∈ LL−1 è X ∈ LL−1.
Òîãäà DLX ∈ LL−1.

Îáñóäèì òåïåðü ñâîéñòâà îïåðàòîðà Π. Ïóñòü P1, . . . , Pd � îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ld. Ïîëîæèì

VO = [PO1 : . . . : POd ] è W = (π1, . . . , πd)T,
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ãäå πi � ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Pi. Êàê è ïðåæäå, ïóñòü
ν2 = π2

1 + . . . + π2
d. Ââåäåì íîâóþ ìàòðèöó A = (VO)TVO.

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Åñëè eL /∈ Ld, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå.

1. Ìàòðèöà Π ëèíåéíîãî ïðîåêöèîííîãî îïåðàòîðà Π èìååò
ôîðìó

Π = VO(VO)T + (1− ν2)RRT.

2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.8 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
y = RTXM è

Y O = ΠXM = VO(VO)TXM + y(1− ν2)R.

2.4. ËÐÔ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
Â ðàçäåëå 2.2 áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ ËÐÔ. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò òàêæå èíòåðåñ îïèñàíèå
ïîâåäåíèÿ ðÿäà, óïðàâëÿåìîãî ïîëó÷åííîé ËÐÔ. Ïîêàæåì, êàê ýòî
ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Ïóñòü ðÿä F = (f0, . . . , fn, . . .) óïðàâëÿåòñÿ ËÐÔ (4) ñ ad 6= 0 è
i ≥ 0. Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ëèíåéíîé ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëû (4)

Pd(λ) = λd −
d∑

k=1

akλd−k

è îáîçíà÷èì km (1 ≤ m ≤ p) êðàòíîñòè åãî (â îáùåì ñëó÷àå, êîì-
ïëåêñíûõ) íåñîâïàäàþùèõ êîðíåé λ1, . . . , λp (k1 + . . . + kp = d).
Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê ad 6= 0, âñå êîðíè λm îòëè÷íû îò íóëÿ.

Òåîðåìà 2.3. Âåùåñòâåííîçíà÷íûé ðÿä F óäîâëåòâîðÿåò ëè-
íåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

fn =
p∑

m=1




km−1∑

j=0

cmjn
j


λn

m, (10)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cmj çàâèñÿò îò ïåðâûõ d ýëåìåí-
òîâ ðÿäà f0, . . . , fd−1.
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Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè êîðåíü λm âåùåñòâåííûé, òî åãî âêëàä
â ñóììó (10) èìååò ôîðìó ïîëèíîìà ïî n, óìíîæåííîãî íà λn

m (ò. å.
íà ýêñïîíåíòó). Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû cmj

òàêæå âåùåñòâåííû. Åñëè êîðåíü λm ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, òî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò òàêæå ñîïðÿæåííûé ê íåìó êîì-
ïëåêñíûé êîðåíü òîé æå êðàòíîñòè. Ïåðåïèñàâ îäèí èç ýòèõ êîðíåé
êàê ρei2πω ñ ω ∈ (0, 1/2), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñîâìåñòíûé âêëàä îáî-
èõ êîðíåé â ñóììó (10) èìååò âèä ïîëèíîìà ïî n, óìíîæåííîãî íà
ρn cos(2πωn+φ). Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå êîýô-
ôèöèåíòû cmj è clj òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè êîìïëåêñíûìè
÷èñëàìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, åñëè êðàòíîñòü êîðíÿ λm ðàâíà 1, òî
ïîëèíîì ïî n ñòàíîâèòñÿ êîíñòàíòîé.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé áåñêîíå÷íûé ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé ëè-
íåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (4) äëÿ ëþáîãî i, îáÿçàòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ýêñïîíåíò, ïîëèíîìîâ è ãàðìîíèê.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àè d = 1 è d = 2.

d = 1 Â ýòîì ñëó÷àå ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà p1(λ) = λ+ b1

ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ1 è fn = cλn
1 .

Îáîçíà÷èì α = ln(|λ1|). Åñëè λ1 > 1, òî ðÿä F ñ fn = ceαn,
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ýêñïîíåíòîé. Ïðè 0 < λ1 < 1 ðÿä F ñ
fn = ceαn � óáûâàþùàÿ ýêñïîíåíòà. Ïðè λ1 = 1 ÷ëåíû ðÿäà
F ðàâíû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòå: fn = c. Ïðè λ1 < 0 ðÿä
F ñ fn = c(−1)neαn èìååò ïèëîîáðàçíûé âèä. Çàìåòèì, ÷òî
âûðàæåíèå (−1)n ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êîñèíóñ ñ ïåðèîäîì,
ðàâíûì äâóì.

d = 2 � Äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ýòîò ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ñ d = 1, è ðÿä F ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ
ýêñïîíåíò ñ ðàçëè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè.

� Îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè äâà. Çäåñü
fn = (an + b)λn

1 . Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé λ1 = 1,
êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

� Äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ. Åñëè äâà êîð-
íÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè, òî èõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå λ1 = a + ib è λ1 = a − ib, ò. å. îáà
êîðíÿ çàäàþòñÿ òî÷êîé (a, b) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Çàïèñàâ ýòó òî÷êó â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ìû ïîëó÷èì
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λ1 = ρei2πω è λ2 = ρe−i2πω, ω ∈ (0, 1/2), ãäå ρ � ìîäóëü
êîðíÿ, à ω � ïîëÿðíûé óãîë. Îáà ýòè êîðíÿ ïîðîæäàþò
äâà ñëàãàåìûõ â (10), êîòîðûå ïðè ñóììèðîâàíèè ïðèâî-
äÿò ê ðÿäó ñ îáùèì ÷ëåíîì

fn = Aρn cos(2πωn + φ),

ïðè÷åì ïàðàìåòðû A è φ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ ËÐÔ. Ïðè ρ = 1 ìû ïîëó-
÷àåì ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå êîðíè ïîëèíîìà ëåæàò â êîîðäèíàòàõ êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîìïîíåíòû ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé âåùåñòâåííîìó êîðíþ (èëè ïàðå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîð-
íåé), ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ρ = |λm|. Ïðîäåìîíñòðèðóåì âëèÿíèå
îòêëîíåíèÿ ρ îò åäèíèöû íà ïðîñòåéøåì ñëó÷àå d = 1, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò âåùåñòâåííîìó êîðíþ êðàòíîñòè 1. Òîãäà, åñëè ê ïðèìåðó
λ1 = ρ = 0.8 è |c10| 6= 0, òî |fn| çà 10 øàãîâ óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî
â 10 ðàç, à çà 100 øàãîâ � â 5·109 ðàç. Íàîáîðîò, åñëè λm = ρ = 1.2
(è |cm0| 6= 0), òî |fn| âîçðàñòàåò â 6 ðàç çà 10 øàãîâ è â 8·107 ðàç çà
100 øàãîâ.

2.5. Ãëàâíûå è ïîáî÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà

Åñëè ðÿä FN èìååò ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ d, òî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ïîëèíîì åãî ìèíèìàëüíîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû
èìååò ðîâíî d êîðíåé. Íî îäèí è òîò æå ðÿä ìîæåò ïîä÷èíÿòüñÿ
ìíîãèì äðóãèì ËÐÔ ïîðÿäêà r > d. Ðàññìîòðèì òàêóþ ËÐÔ

fr+i = b1fr+i−1 + b2fr+i−2 + . . . + brfi. (11)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì Pr(λ) ËÐÔ (11) èìååò r êîðíåé, d
èç êîòîðûõ (ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ãëàâíûìè êîðíÿìè) ñîâïàäà-
þò ñ êîðíÿìè ìèíèìàëüíîé ËÐÔ. Äðóãèå r−d êîðíåé ÿâëÿþòñÿ
ïîáî÷íûìè: â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (10) êîýôôèöè-
åíòû cmj , ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîðíÿì, ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ñàìà
ËÐÔ (11) óïðàâëÿåò áîëåå øèðîêèì êëàññîì ðÿäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìèíèìàëüíîé.
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Òàê êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà îïðåäåëÿþò åãî
êîýôôèöèåíòû îäíîçíà÷íî, òî òåì ñàìûì êîðíè ïîëèíîìà çàäàþò
ñàì ïîëèíîì. Ñëåäîâàòåëüíî, óäàëèâ (îáíóëèâ) âñå ïîáî÷íûå êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, ìû ïîëó÷èì ìèíèìàëüíóþ ËÐÔ
âðåìåííîãî ðÿäà.

Ïðèìåð 2.1. Ãîäîâàÿ ñåçîííîñòü
Ïóñòü ðÿä FN èìååò ïåðèîä 12 (íàïðèìåð, ýòîò ðÿä îïèñûâàåò

íåêîòîðîå ñåçîííîå ïîâåäåíèå). Òîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû êîíñòàíòû è øåñòè ãàðìîíèê:

fn = c0 +
5∑

k=1

ck cos(2πnk/12 + φk) + c6 cos(πn). (12)

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ck 6= 0 äëÿ k = 0, . . . , 6, ðÿä èìååò ðàçìåð-
íîñòü 12. Äðóãèìè ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìèíè-
ìàëüíîé ËÐÔ, óïðàâëÿþùåé ðÿäîì (12), èìååò 12 êîðíåé. Âñå ýòè
êîðíè èìåþò åäèíè÷íûå ìîäóëè. Äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ +1 è −1
ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó ÷ëåíàì ïðåäñòàâëåíèÿ (12).
Ãàðìîíè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ñ ÷àñòîòîé ωk = k/12 ïîðîæäàåò äâà
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ exp(±i2πk/12), ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîëÿðíîìó óãëó ±2πk/12.
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���
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Ðèñ. 1. Ãîäîâàÿ ñåçîííîñòü: ãëàâíûå è ïîáî÷íûå êîðíè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ËÐÔ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.
Ïóñòü äëèíà ðÿäà N äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ. Åñëè ìû âûáåðåì íåêî-
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òîðóþ äëèíó îêíà L > 13 è âîçüìåì r = 12, Lr = L(L)(FN ), òî
âåêòîð R = (aL−1, . . . , a1)T, îïðåäåëåííûé â (5), ïîðîæäàåò ËÐÔ

fi+L−1 = a1fi+L−2 + . . . + aL−1fi, (13)

êîòîðàÿ íå ìèíèìàëüíà, íî â òî æå âðåìÿ óïðàâëÿåò ðÿäîì (12).
Âîçüìåì c0 = . . . = c6 = 1, φ1 = . . . = φ5 = 0 è L = 24.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ôîðìóëû (13) èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 1. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ãëàâíûå 12 êîðíåé ïîëèíîìà îáðà-
çóþò ïðàâèëüíûé 12-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà åäèíè÷-
íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäèííàäöàòü ïîáî÷íûõ êîðíåé
ðàñïîëîæåíû âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà è íåâåëèêè ïî ìîäóëþ.



3. Àëãîðèòìû SSA-ïðîãíîçà
3.1. Ðåêóððåíòíîå SSA-ïðîãíîçèðîâàíèå
Îïèøåì ôîðìàëüíî àëãîðèòì ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ çàìêíóòîñòè àëãîðèòìà ìû ïîâòîðèì íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ.

Âõîäíûå äàííûå àëãîðèòìà:
(à) Âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1), N > 2.
(á) Äëèíà îêíà L, 1 < L < N .
(â) Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Lr ⊂ IRL ðàçìåðíîñòè r < L. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî eL /∈ Lr, ãäå eL = (0, 0, . . . , 0, 1)T ∈ IRL. Äðóãèìè
ñëîâàìè, Lr íå ÿâëÿåòñÿ ¾âåðòèêàëüíûì¿ ïðîñòðàíñòâîì. Îáû÷íî
ïðîñòðàíñòâî Lr çàäàåòñÿ íåêîòîðûì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì,
íî ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ íå çàâèñÿò îò âèäà êîíêðåòíîãî áà-
çèñà.

(ã) ×èñëî M òî÷åê ïðîãíîçà.
Îáîçíà÷åíèÿ è êîììåíòàðèè:
(à) X = [X1 : . . . : XK ] (ãäå K = N − L + 1) � òðàåêòîðíàÿ

ìàòðèöà âðåìåííîãî ðÿäà FN .
(á) P1, . . . , Pr � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Lr.
(â) X̂ def= [X̂1 : . . . : X̂K ] =

r∑
i=1

PiP
T
i X. Âåêòîð X̂i ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé Xi íà ïðîñòðàíñòâî Lr.
(ã) X̃ = H X̂ = [X̃1 : . . . : X̃K ] � ðåçóëüòàò ãàíêåëèçàöèè

ìàòðèöû X̂. Ìàòðèöà X̃ � òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà íåêîòîðîãî ðÿäà
F̃N = (f̃0, . . . , f̃N−1).

(ä) Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà Y ∈ IRL îáîçíà÷èì YM ∈ IRL−1 âåêòîð,
ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäíèõ L− 1 êîìïîíåíò âåêòîðà Y , à Y O ∈ IRL−1

� âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ L− 1 êîìïîíåíò âåêòîðà Y .
(å) Ïîëîæèì ν2 = π2

1 + . . . + π2
r , ãäå πi � ýòî ïîñëåäíÿÿ êîì-

ïîíåíòà âåêòîðà Pi (i = 1, . . . , r). Òàê êàê ν2 ðàâíÿåòñÿ êâàäðàòó
êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðîì eL è ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì Lr,
òî åãî ìîæíî íàçâàòü êîýôôèöèåíòîì âåðòèêàëüíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà Lr.

(æ) Ïóñòü eL /∈ Lr (äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî Lr íå ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíûì). Òîãäà ν2 < 1. Êàê
ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2, ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà yL ëþáîãî âåêòîðà
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Y = (y1, . . . , yL)T ∈ Lr ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åãî ïåðâûõ
êîìïîíåíò y1, . . . , yL−1:

yL = a1yL−1 + a2yL−2 + . . . + aL−1y1.

Âåêòîð R = (aL−1, . . . , a1)T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

R =
1

1− ν2

r∑

i=1

πiP
O
i (14)

è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà P1, . . . , Pr ïðîñòðàíñòâà Lr.
Àëãîðèòì ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà:
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëèì âðåìåííîé

ðÿä GN+M = (g0, . . . , gN+M−1) ïî ôîðìóëàì

gi =





f̃i äëÿ i = 0, . . . , N − 1,
L−1∑
j=1

ajgi−j äëÿ i = N, . . . , N + M − 1.
(15)

×èñëà gN , . . . , gN+M−1 îáðàçóþò M ÷ëåíîâ ðåêóððåíòíîãî ïðîãíî-
çà. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç R-ïðîã-
íîçîì.

Çàìå÷àíèå 3.1. Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð P(r) : Lr 7→
IRL ïî ôîðìóëå

P(r)Y =
(

YM
RTYM

)
, Y ∈ Lr.

Åñëè ïîëîæèòü

Zi =
{

X̃i äëÿ i = 1, . . . , K,
P(r)Zi−1 äëÿ i = K + 1, . . . ,K + M,

(16)

òî ìàòðèöà Z = [Z1 : . . . : ZK+M ] ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöåé
âðåìåííîãî ðÿäà GN+M . Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (16) ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîðíàÿ çàïèñü ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà, îïðå-
äåëåííîãî â (15).

Åñëè ïðîñòðàíñòâî Lr ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòîðî-
ãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èç ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðà-
åêòîðíîé ìàòðèöû âðåìåííîãî ðÿäà FN , òî ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-
ðèòì R-ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü R-SSA-ïðîãíîçèðîâà-
íèåì.
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Çàìå÷àíèå 3.2. Îáîçíà÷èì L(L) = span(X1, . . . , XK) òðàåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðÿäà FN . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim L(L) = r < L
è eL /∈ L(L). Åñëè ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòì R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ñ Lr = L(L), òî X = X̂ = X̃ è, ñëåäîâàòåëüíî, F̃N = FN . Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íà÷àëüíûå òî÷êè gN−L+1, . . . , gN−1 äëÿ ïðîãíîçèðóþùåé
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (15) ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè L−1 ýëåìåí-
òàìè ðÿäà FN .

3.2. Âåêòîðíîå SSA-ïðîãíîçèðîâàíèå
Àëãîðèòì R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðîãíî-

çèðóþùèì àëãîðèòìîì â ñèëó åãî íåïîñðåäñòâåííîé ñâÿçè ñ ëè-
íåéíûìè ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè. Çäåñü ìû ïðèâåäåì îäíó åãî
ìîäèôèêàöèþ, êîòîðàÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò äàâàòü áîëåå òî÷íûå
ðåçóëüòàòû ïðîãíîçà.

Ñíà÷àëà îáúÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî àëãîðèòìà. Âåðíåì-
ñÿ ê áàçîâîìó ìåòîäó SSA êàê ìåòîäó àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçâëå÷åíèå íåêîòîðîé àä-
äèòèâíîé êîìïîíåíòû F

(1)
N èç ðÿäà FN (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà

ïðèáëèæåííî ðàçäåëèìà ñ îñòàòêîì). Òîãäà, âûáðàâ ïîäõîäÿùóþ
äëèíó îêíà L, ìû ïîëó÷èì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé
ìàòðèöû âðåìåííîãî ðÿäà FN è ìîæåì âûáðàòü ñîáñòâåííûå òðîé-
êè (

√
λi, Ui, Vi), i ∈ I = (j1, . . . , jr), ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäó F

(1)
N .

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä

XI =
∑

i∈I

√
λiUiV

T
i ,

è, ïîñëå äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ, ìû ïðèäåì ê âîññòàíîâëåííîìó
ðÿäó F̃

(1)
N , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê F

(1)
N .

Çàìåòèì, ÷òî ñòîëáöû X̂1, . . . , X̂K ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû
XI ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó Lr = span(Ui, i ∈ I). Åñ-
ëè ðÿä F

(1)
N ñèëüíî îòäåëèì îò ðÿäà F

(2)
N

def= FN − F
(1)
N , òî Lr ñîâ-

ïàäàåò ñ L(L,1) (òðàåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðÿäà F
(1)
N ) è ìàòðèöà

XI ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé (â ýòîì ñëó÷àå XI � òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà
ðÿäà F

(1)
N ). Åñëè F

(1)
N è F

(2)
N ïðèáëèæåííî ñèëüíî ðàçäåëèìû, òî

ïðîñòðàíñòâî Lr áóäåò áëèçêî ê ïðîñòðàíñòâó L(L,1) è ìàòðèöà XI

áóäåò ïðèáëèæåííî ãàíêåëåâîé.
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Êîðîòêî èäåÿ ¾âåêòîðíîãî ïðîãíîçà¿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ X̂1, . . . , X̂K íà M øàãîâ òàêèì îáðàçîì:

1) âåêòîðû ïðîäîëæåíèÿ Zm (K < m ≤ K + M) ïðèíàäëåæàò
òîìó æå ñàìîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó Lr;

2) ìàòðèöà XM = [X̂1 : . . . : X̂K : ZK+1 : . . . : ZK+M ] ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæåííî ãàíêåëåâîé.

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.5, ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî
óñëîâèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ìàòðèöà
XM áûëà â òî÷íîñòè ãàíêåëåâîé.

Èìåÿ ìàòðèöó XM , ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðÿä GN+M ñ ïîìîùüþ
äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ. Òàê êàê ïåðâûå ýëåìåíòû âîññòàíîâëåí-
íîãî ðÿäà F̃

(1)
N ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè ðÿäà GN+M , òî ïîñëåäíèé

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîãíîç ðÿäà F
(1)
N .

Îïèøåì òåïåðü ôîðìàëüíî àëãîðèòì âåêòîðíîãî ïðîãíîçà â
òîì æå ñòèëå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ðåêóððåíòíîãî.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ:

• Àëãîðèòì âåêòîðíîãî ïðîãíîçà èìååò òå æå ñàìûå âõîäíûå
äàííûå, êàê è àëãîðèòì R-ïðîãíîçèðîâàíèÿ

• Îáîçíà÷åíèÿ â ïóíêòàõ (à)-(æ) ðàçäåëà 3.1 îñòàþòñÿ â ñèëå.
Ââåäåì åùå íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Π = VO(VO)T + (1− ν2)RRT,

ãäå VO = [PO1 : . . . : POr ]. Ìàòðèöà Π ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà, çàäàþùåãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ IRL−1 7→
LOr (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.10), ãäå LOr = span(PO1 , . . . , POr ).
Îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð P(v) : Lr 7→ IRL ïî ôîðìóëå

P(v)Y =
(

ΠYM
RTYM

)
, Y ∈ Lr.
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Àëãîðèòì âåêòîðíîãî ïðîãíîçà:

1. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âûøå, îïðåäåëèì âåêòîðû Zi ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Zi =
{

X̂i äëÿ i = 1, . . . , K
P(v)Zi−1 äëÿ i = K + 1, . . . , K + M + L− 1.

2. Îáðàçîâàâ ìàòðèöó Z = [Z1 : . . . : ZK+M+L−1] è ïðîâåäÿ åå
äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå, ìû ïîëó÷èì ðÿä g0, . . . , gN+M+L−1.

3. ×èñëà gN , . . . , gN+M−1 îáðàçóþò M ÷ëåíîâ âåêòîðíîãî ïðî-
ãíîçà.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî Lr ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íåêîòî-
ðîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà SSA, òî ìû áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì êàê
âåêòîðíûé SSA-àëãîðèòì èëè, êîðî÷å, àëãîðèòì V-SSA-ïðîãíîçà.

Ïðîêîììåíòèðóåì ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîãíîçà. Âî-ïåðâûõ,
åñëè Lr ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðÿäà FN , òî ðåçóëü-
òàòû âåêòîðíîãî è ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà ñîâïàäàþò. Õîòÿ ðå-
çóëüòàòû è íå îòëè÷àþòñÿ, ñóòü ó ðåêóððåíòíîãî è âåêòîðíîãî ïðî-
ãíîçîâ ðàçíàÿ. Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç âûïîëíÿåò ïðîäîëæåíèå ðÿ-
äà íåïîñðåäñòâåííî (ñ ïîìîùüþ ËÐÔ), â òî âðåìÿ êàê âåêòîðíûé
ïðîãíîç îñíîâàí íà L-ïðîäîëæèìîñòè â ïîäïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå
ïðèáëèæåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòè äâà ìåòîäà ïðîãíîçà äàþò îáû÷-
íî ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè÷åì, ÷åì õóæå êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ,
òåì áîëüøå ðàçíèöà ìåæäó ðåçóëüòàòàìè äâóõ ïðîãíîçîâ.

Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè (â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ) ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ
âðåìåííûå ðÿäû òàêèå, ÷òîáû èõ òðàåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èìåëè
ðàçìåðíîñòü r < L − 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äåëî ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì Lr, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì ïðîãíîçèðóåìîãî ðÿäà (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.5).

Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç èñïîëüçóåò ïðîñòðàíñòâî Lr, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ïðîãíîçèðóþùóþ ËÐÔ, íå çàáîòÿñü î òîì, ÷òîáû ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ÿâëÿëîñü òðàåêòîðíûì òàêæå è äëÿ ðÿäà ïðîãíîçà.

Ïðîöåäóðà âåêòîðíîãî ïðîãíîçà ïûòàåòñÿ âûïîëíèòü L-ïðî-
äîëæåíèå âðåìåííîãî ðÿäà â Lr; ëþáîé âåêòîð Zi+1 = P(v)Zi ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lr, à âåêòîðû ZOi+1 è (Zi)M íàñòîëüêî áëèç-
êè, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà Zi+1
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ïîëó÷åíà èç ZOi+1 òàêæå ñ ïîìîùüþ ËÐÔ, èñïîëüçóåìîé ïðè ðåêóð-
ðåíòíîì ïðîãíîçèðîâàíèè. Îäíàêî òàê êàê ìàòðèöà Z íå ÿâëÿåò-
ñÿ ãàíêåëåâîé, òî ïîñëåäóþùåå äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå, ê ñîæà-
ëåíèþ, ïîðòèò ñîîòíîøåíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîãíîçà, çàäàâàåìîå
ýòîé ËÐÔ.

Îáà ïðîãíîçèðóþùèõ ìåòîäà èìåþò äâà ýòàïà: äèàãîíàëüíîå
óñðåäíåíèå è ïðîäîëæåíèå. Ïðè ðåêóððåíòíîì ïðîãíîçèðîâàíèè
äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîññòàíîâ-
ëåííîãî ðÿäà, ê ïîñëåäíèì òî÷êàì êîòîðîãî çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ
ËÐÔ. Äëÿ âåêòîðíîãî ìåòîäà ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ: ñíà÷àëà ñòðîèò-
ñÿ âåêòîðíîå ïðîäîëæåíèå, è òîëüêî ïîòîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷åê
ïðîãíîçà, èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå.

Çàìå÷àíèå 3.3. ×òîáû ïîëó÷èòü M òî÷åê ïðîãíîçà, àëãî-
ðèòì âåêòîðíîãî ïðîãíîçà âûïîëíÿåò M +L−1 øàãîâ. Öåëüþ ýòî-
ãî ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðîãíîçà ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà
øàãîâ ïðîãíîçà: ïðîãíîç íà M øàãîâ äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ïåðâûìè
M çíà÷åíèÿìè ïðîãíîçà íà M +1 èëè áîëåå øàãîâ. Èç-çà ñâîéñòâ
äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü L−1 ëèøíèõ
øàãîâ.

Â ñëó÷àå ïðèáëèæåííîé ðàçäåëèìîñòè òÿæåëî ñðàâíèâàòü ðå-
çóëüòàòû ðåêóððåíòíîãî è âåêòîðíîãî ïðîãíîçîâ òåîðåòè÷åñêè. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ äâóõ ìåòîäîâ ïðîãíîçà ãîâîðÿò
â ïîëüçó åãî óñòîé÷èâîñòè (äîñòîâåðíîñòè).

Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç ïðîùå äëÿ èíòåðïðåòàöèè â ñèëó óäîá-
íîãî îïèñàíèÿ ËÐÔ â òåðìèíàõ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëüòàòû àíàëèçà äàííûõ ïîêàçûâàþò, ÷òî
âåêòîðíûé ïðîãíîç îáû÷íî áîëåå ¾êîíñåðâàòèâåí¿ (èëè ìåíåå ¾ðà-
äèêàëåí¿) â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç äåìîíñòðè-
ðóåò ðåçêîå âîçðàñòàíèå èëè óáûâàíèå ðÿäà.



4. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
Ñîãëàñíî îñíîâíûì ïðåäïîëîæåíèÿì äëÿ SSA-ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ, àääèòèâíàÿ êîìïîíåíòà F
(1)
N ðÿäà FN äîëæíà óïðàâëÿòüñÿ

ËÐÔ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè è ïðè ýòîì ðÿä îñòàòêîâ
F

(2)
N = FN − F

(1)
N äîëæåí ïðèáëèæåííî ñèëüíî ðàçäåëÿòüñÿ ñ F

(1)
N

äëÿ íåêîòîðîé äëèíû îêíà L. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä
F

(1)
N � ýòî êîíå÷íûé ïîäðÿä áåñêîíå÷íîãî ðÿäà F (1), êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ ðåêóððåíòíûì ïðîäîëæåíèåì ðÿäà F
(1)
N . Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ

íå ìîãóò áûòü ïðîèãíîðèðîâàíû, íî, ê ñ÷àñòüþ, îíè ñïðàâåäëèâû
äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

×òîáû ââåñòè äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû äëÿ òî÷åê ïðîãíîçà, ìû
äîëæíû åùå áîëåå óñèëèòü íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè÷åì íå òîëüêî
ïî îòíîøåíèþ ê F

(1)
N , íî òàêæå è äëÿ ðÿäà F

(2)
N . Âî-ïåðâûõ, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ðÿä îñòàòêîâ F
(2)
N êàê êîíå÷íûé ïîäðÿä íåêîòîðîãî

áåñêîíå÷íîãî ñëó÷àéíîãî (øóìîâîãî) ðÿäà F (2), êîòîðûé ¾ïîðòèò¿
ñèãíàë F (1). Äðóãèå ïðåäïîëîæåíèÿ ñâÿçàíû ãëàâíûì îáðàçîì ñ
ðÿäîì îñòàòêîâ F̃

(2)
N = FN − F̃

(1)
N , ãäå F̃

(1)
N � âîññòàíîâëåííàÿ êîì-

ïîíåíòà ðÿäà FN . Òàê êàê F̃
(1)
N ≈ F

(1)
N , òî ñâîéñòâà ðÿäà F̃

(2)
N ñèëüíî

ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè F
(2)
N . Áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà äîïîëíè-

òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è è ïðèìåíÿå-
ìîãî ìåòîäà.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïî-
ñòðîåíèåì äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ ïðîãíîçà. Ïåðâàÿ çàäà÷à ñâÿ-
çàíà ñ ïîñòðîåíèåì äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ çíà÷åíèÿ âñåãî ðÿäà F = F (1) + F (2) öåëèêîì â íåêîòîðûé áó-
äóùèé ìîìåíò âðåìåíè N + M . Âòîðàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê
ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ ïðîãíîçà çíà÷åíèÿ ñèãíàëà
F (1) òàêæå â íåêîòîðûé áóäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòè äâå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò èí-
ôîðìàöèþ, íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åííóþ â ïðîöåññå îáðàáîòêè âðå-
ìåííîãî ðÿäà. Ýòîò âàðèàíò áóäåì íàçûâàòü ýìïèðè÷åñêèì. Âòîðîé
òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ìîäåëè ðÿäà F̃

(2)
N äëÿ òîãî,

÷òîáû ìîæíî áûëî âûïîëíèòü áóòñòðåï-ìîäåëèðîâàíèå ðÿäà FN .
Îïèøåì êîðîòêî îáå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö

äëÿ R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Äëÿ V -ïðîãíîçèðîâàíèÿ âñå ïîñòðî-
åíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû.
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4.1. Ýìïèðè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ
ïðîãíîçà èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå ïîëó÷èëè çíà÷åíèå M -é òî÷êè ïðî-
ãíîçà f̃

(1)
N+M−1, ò. å. ìû óæå âûïîëíèëè M øàãîâ ïðîöåäóðû R-

SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èñïîëüçóåì f̃
(1)
N+M−1

êàê ïðîãíîç áóäóùåãî çíà÷åíèÿ f
(1)
N+M−1 ñèãíàëà F (1). Êàê óæå óïî-

ìèíàëîñü, íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà äëÿ (áóäóùåãî) çíà÷åíèÿ fN+M−1 âñåãî ðÿäà F .

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ìóëüòèñòàðòîâîãî M -øàãîâîãî ðåêóð-
ðåíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ. Âîçüìåì îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå öåëîå M
è ïðîâåäåì M øàãîâ ðåêóððåíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãíîçèðóþùåé ËÐÔ, áåðÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ ñêîëüçÿùèå
îòðåçêè âîññòàíîâëåííîãî ðÿäà äëèíû L − 1 îò (f̃ (1)

0 , . . . , f̃
(1)
L−2) äî

(f̃ (1)
K−M , . . . , f̃

(1)
N−M−1), K = N − L + 1.

Çíà÷åíèÿ ïîñëåäíèõ òî÷åê gj+M+L−1 ýòèõ ïðîäîëæåíèé ìîæíî
ñðàâíèòü ñî çíà÷åíèÿìè fj+M+L−1 èñõîäíîãî ðÿäà FN . Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðÿä ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ îñòàòêîâ
HK−M+1 ñ

h
(M)
j = fj+M+L−2 − gj+M+L−2, j = 0, . . . ,K −M.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîññòàíîâëåííûé ðÿä F̃
(1)
N ñîâïà-

äàåò ñ ðÿäîì F
(1)
N , êîòîðûé óïðàâëÿåòñÿ ËÐÔ, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî

gk = f
(1)
k è ðÿä ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ îñòàòêîâ ñîâïàäàåò ñ

ïîñëåäíèìè K −M + 1 çíà÷åíèÿìè ñòàöèîíàðíîãî øóìîâîãî ðÿäà
F

(2)
N .

Åñëè ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íå âåðíû, òî h
(M)
j íå ñîâïàäàþò ñ

f
(2)

j+M+L−2. Íî äàæå åñëè ñîâïàäåíèÿ íåò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ îñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è
ýðãîäè÷åñêèì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òåîðåòè÷åñêîé ïðè N → ∞. Òîãäà,
èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ðÿä HK−M+1, ìû ìîæåì îöåíèòü êâàíòèëè
òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, âåðõíþþ è íèæíþþ 2.5%
êâàíòèëè).

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ gj+M+L−2 ïîëó÷åíû çà òî æå ÷èñëî øà-
ãîâ ñ ïîìîùüþ òîé æå ËÐÔ, ÷òî è òî÷êè ïðîãíîçà f̃

(1)
N+M−1, ïðè
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ýòîì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âçÿòû èç îäíîãî è òîãî æå âîññòàíîâ-
ëåííîãî ðÿäà. Òàê êàê ïðîãíîçèðîâàíèå òðåáóåò ïðåäïîëîæåíèÿ î
ñîõðàíåíèè ñòðóêòóðû ðÿäà â áóäóùåì, òî ïîëó÷åííàÿ ýìïèðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðÿäà ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ
îñòàòêîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíî-
ãî èíòåðâàëà äëÿ çíà÷åíèÿ fN+M−1.

Áîëåå ôîðìàëüíî, çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé äîâåðèòåëüíûé óðî-
âåíü γ (0 < γ < 1), è ïóñòü α = 1−γ. Åñëè îáîçíà÷èòü c−α/2 è c+

α/2

íèæíþþ è âåðõíþþ α/2-êâàíòèëè, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå ýìïèðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðÿäà ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ
îñòàòêîâ, òî ìû ïîëó÷èì ýìïèðè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

(
f̃

(1)
N+M−1 + c−α/2, f̃

(1)
N+M−1 + c+

α/2

)
,

êîòîðûé ñîäåðæèò fN+M−1 ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê γ. Î÷åâèäíî,
÷òî ÷èñëî K äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ýìïèðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ áûëà óñòîé÷èâà.

Åñëè ðÿä ìóëüòèñòàðòîâûõ M -øàãîâûõ îñòàòêîâ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê áåëûé øóì, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü äðóãóþ ìîäèôè-
êàöèþ ýìïèðè÷åñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà î ãàóññîâñêîì áåëîì øóìå, ìîæíî ïîñòðîèòü
ñòàíäàðòíûé ñèììåòðè÷íûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ fN+M−1

ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íûõ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ðÿäà ìóëüòèñòàðòî-
âûõ M -øàãîâûõ îñòàòêîâ. Êîíå÷íî, ãèïîòåçà î áåëîì øóìå äîëæíà
áûòü ïðîâåðåíà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð.

4.2. Áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïðîãíîçà
ñèãíàëà

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ ñèã-
íàëà F (1) â ìîìåíò âðåìåíè N+M−1. Â íåðåàëèçóåìîé íà ïðàêòèêå
ñèòóàöèè, êîãäà èçâåñòíû êàê ñàì ñèãíàë, òàê è èñòèííàÿ ìîäåëü
øóìà, ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî
îïðåäåëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà çíà÷åíèÿ ïðîãíîçà ïî îòíîøå-
íèþ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëî âûáîðà íàáîðà ñîá-
ñòâåííûõ òðîåê ôèêñèðîâàíî. Òîãäà ìû ìîæåì ïðîìîäåëèðîâàòü
S íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé F

(2)
N,i ïðîöåññà F

(2)
N è çàòåì ïðèìåíèòü

ïðîöåäóðó ïðîãíîçà ê S íåçàâèñèìûì ðÿäàì FN,i
def= F

(1)
N + F

(2)
N,i.
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Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçà îáðàçóþò âûáîðêó f̃
(1)
N+M−1,i (1 ≤ i ≤ S), êî-

òîðàÿ è äàåò èíôîðìàöèþ î f
(1)
N+M−1. Òàêèì îáðàçîì ìîãóò áûòü

ïîñòðîåíû äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî.
Òàê êàê íà ïðàêòèêå ìû íå çíàåì âèä è çíà÷åíèÿ ñèãíàëà F

(1)
N ,

òî ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü òàêóþ ïðîöåäóðó. Îïèøåì áóòñòðåï-
âàðèàíò ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ
äëÿ òî÷åê ïðîãíîçà.

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå äëèíû îêíà L è íàáîðà ñîáñòâåí-
íûõ òðîåê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèãíàëó, ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
FN = F̃

(1)
N + F̃

(2)
N , ãäå F̃

(1)
N (âîññòàíîâëåííûé ðÿä) àïïðîêñèìèðó-

åò ñèãíàë F
(1)
N , à F̃

(2)
N � ðÿä îñòàòêîâ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

(ñòîõàñòè÷åñêàÿ) ìîäåëü îñòàòêîâ F̃
(2)
N èçâåñòíà. Íàïðèìåð, ìû ïî-

ñòóëèðóåì íåêîòîðóþ ìîäåëü äëÿ F
(2)
N è, òàê êàê F̃

(1)
N ≈ F

(1)
N , ïðè-

ìåíÿåì òó æå ñàìóþ ìîäåëü äëÿ F̃
(2)
N ñ îöåíèâàåìûìè ïàðàìåòðàìè.

Òîãäà, ìîäåëèðóÿ S íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé F̃
(2)
N,i ðÿäà F

(2)
N ,

ìû ïîëó÷àåì S âðåìåííûõ ðÿäîâ FN,i
def= F̃

(1)
N + F̃

(2)
N,i è S ðàç ïðî-

âîäèì ïðîãíîçèðîâàíèå, ïîëó÷àÿ f̃
(1)
N+M−1,i òàê æå, êàê â âàðèàíòå

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.
Áîëåå òî÷íî, êàæäûé âðåìåííîé ðÿä FN,i ïîðîæäàåò ñâîé âîñ-

ñòàíîâëåííûé ðÿä F̃
(1)
N,i è ñâîþ ëèíåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

ïðè âûáîðå îäíîé è òîé æå äëèíû îêíà L è îäíîãî è òîãî æå íà-
áîðà ñîáñòâåííûõ òðîåê. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ðÿäà íà îñíîâå ïî-
ñëåäíèõ L− 1 òî÷åê ðÿäà F̃

(1)
N,i â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ

ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ËÐÔ, âûïîëíÿåòñÿ M

øàãîâ ïðîãíîçà, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ f̃
(1)
N+M−1,i.

Êàê òîëüêî âûáîðêà f̃
(1)
N+M−1,i (1 ≤ i ≤ S) èç ñïðîãíîçèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèé ïîëó÷åíà, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü (ýìïèðè÷åñêèå) íèæ-
íþþ è âåðõíþþ êâàíòèëè ïî çàäàííîìó äîâåðèòåëüíîìó óðîâíþ γ
è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïðîãíî-
çà ñèãíàëà. Ýòîò èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûì
èíòåðâàëîì.

Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ äëÿ F̃
(2)
N ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ãàóññîâñêîãî

áåëîãî øóìà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ñ
ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ òåñòîâ íà ñëó÷àéíîñòü è íîðìàëüíîñòü.



5. Âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè
Ñóììèðóåì ìàòåðèàë ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, âçÿâ çà îñíîâó

R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèå.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Åñòü ðÿä FN = F

(1)
N + F

(2)
N è ñòîèò çàäà÷à ïðîãíîçà êîìïî-

íåíòû ðÿäà F
(1)
N . Åñëè F

(2)
N ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê øóìîâàÿ

êîìïîíåíòà, òî çàäà÷à ñîñòîèò â ïðîãíîçèðîâàíèè ñèãíàëà F
(1)
N â

ïðèñóòñòâèè øóìà F
(2)
N .

2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

• Ðÿä F
(1)
N äîïóñêàåò ðåêóððåíòíîå ïðîäîëæåíèå ñ ïîìîùüþ

ËÐÔ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè d.

• Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî L, ÷òî ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ïðèáëèæåííî

ðàçäåëèìû ïðè âûáîðå äëèíû îêíà, ðàâíîé L. Ýòî � âàæ-
íîå ïðåäïîëîæåíèå, òàê êàê ëþáîé âðåìåííîé ðÿä F

(1)
N ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê àääèòèâíóþ êîìïîíåíòó ðÿäà FN â òîì
ñìûñëå, ÷òî FN = F

(1)
N + F

(2)
N ñ F

(2)
N = FN − F

(1)
N . Óñëîâèå

î (ïðèáëèæåííîé) ðàçäåëèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî F
(1)
N ÿâëÿåòñÿ

åñòåñòâåííîé àääèòèâíîé êîìïîíåíòîé ðÿäà FN ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ìåòîäà SSA.

3. Ïðàâèëüíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ
Òàê êàê ìû äîëæíû âûáðàòü äëèíó îêíà L, îáåñïå÷èâàþùóþ

äîñòàòî÷íî õîðîøåå êà÷åñòâî ðàçäåëèìîñòè, è âûáðàòü íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ òðîåê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäó F

(1)
N , òî âñå îñíîâíûå ïðà-

âèëà äëÿ SSA êàê ìåòîäà àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà îñòàþòñÿ â ñè-
ëå. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî îòäåëèòü ðÿä
F

(1)
N îò F

(2)
N , íî ìû íå íóæäàåìñÿ â ïîëíîì ðàçëîæåíèè âñåãî ðÿäà

FN = F
(1)
N + F

(2)
N .

4. Îñîáåííîñòè è îïàñíîñòè
Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ SSA èìååò ñâîè îñîáåííî-

ñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé àíàëèçà.

• Òàê êàê âûáðàííàÿ äëèíà îêíà L (âìåñòå ñ íàáîðîì ñîáñòâåí-
íûõ òðîåê) ïîðîæäàåò ËÐÔ ðàçìåðíîñòè L − 1, êîòîðàÿ èñ-
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ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ðåêóððåíòíîé ïðîãíîçèðóþùåé ôîðìó-
ëû, òî ïðîáëåìà ïîáî÷íûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëè-
íîìà ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî âàæíîé. Âûáîð L = d + 1, ãäå ïîä
d ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîé ËÐÔ, ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ
L íå îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íîãî êà÷åñòâà ðàçäåëèìîñòè. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèìåíüøóþ äëèíó îêíà, áîëüøóþ
÷åì d è ïðèâîäÿùóþ ê äîñòàòî÷íî õîðîøåé ðàçäåëèìîñòè.

• Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Lr ðàçìåðíîñòè r, îïðåäåëÿþùåå ïðî-
ãíîçèðóþùóþ ËÐÔ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ èç âûáðàííûõ ñîáñòâåííûõ òðîåê. Òàê êàê óñëî-
âèå r ≥ d äîëæíî áûòü âûïîëíåíî, ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âûáè-
ðàåìûõ òðîåê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäó F

(1)
N , äîëæíî áûòü íå

ìåíüøå, ÷åì d.

• Ïðè àíàëèçå ðÿäà ñ ïîìîùüþ SSA, åñëè ìû äîïîëíèì ìíî-
æåñòâî ïðàâèëüíî âûáðàííûõ ñîáñòâåííûõ òðîåê íåêîòîðûìè
ëèøíèìè ñîáñòâåííûìè òðîéêàìè ñ ìàëåíüêèìè ñèíãóëÿðíû-
ìè çíà÷åíèÿìè, òî ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâåííî íå
èçìåíèòñÿ. Åñëè æå ìû èìååì äåëî ñ ïðîãíîçîì, òî òàêîå äåé-
ñòâèå ìîæåò âûçâàòü ñèëüíîå èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâà Lr; åãî
ðàçìåðíîñòü óâåëè÷èòñÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ËÐÔ ïðîãíîçà òàê-
æå èçìåíèòñÿ. Âñå ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê êàðäèíàëüíîìó èç-
ìåíåíèþ ïðîãíîçà. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû äîïîëíèòåëüíûõ
ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå íå âàæíû. Òàêèì îá-
ðàçîì, ê âûáîðó ñîáñòâåííûõ òðîåê, îïèñûâàþùèõ ðÿä F

(1)
N ,

íåîáõîäèìî îòíîñèòüñÿ î÷åíü âíèìàòåëüíî.

5. Õàðàêòåðèñòèêè ïðîãíîçà
Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-

ëåçíû ïðè îöåíêå êà÷åñòâà ïðîãíîçà.

• Õàðàêòåðèñòèêè ðàçäåëèìîñòè. Âñå õàðàêòåðèñòèêè ðàçäå-
ëèìîñòè, ðàññìîòðåííûå ïîäðîáíî â ðàáîòå [3], ïîñâÿùåííîé
àíàëèçó âðåìåííûõ ðÿäîâ, âàæíû òàêæå è äëÿ ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ.
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• Êîðíè ïîëèíîìà. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïðî-
ãíîçèðóþùåé ËÐÔ ìîãóò ïîìî÷ü â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ïðî-
ãíîçà. Ýòè êîðíè ïîëèíîìà ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè îòâåòå íà
ñëåäóþùèå âîïðîñû:

(à) Ïóñòü ìû îæèäàåì (ïðåäïîëàãàåì), ÷òî ïðîãíîç äîëæåí
èìåòü íåêîòîðóþ ñïåöèàëüíóþ ôîðìó (íàïðèìåð, îæè-
äàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ áóäóò âîçðàñòàòü). Îïèñûâàþò ëè
êîðíè ïîëèíîìà òàêóþ âîçìîæíîñòü? Íàïðèìåð, äëÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûë âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü åäèíè÷íîé êðàòíîñòè, íåìíîãî áîëüøèé ïî
çíà÷åíèþ, ÷åì 1; åñëè ìû ïûòàåìñÿ ñïðîãíîçèðîâàòü ãî-
äîâóþ ñåçîííîñòü, òî äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü ïàðà êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé ñ ÷àñòîòàìè ≈ k/12, è ò.ä.

(á) Âîçìîæíî ëè ïîëó÷åíèå îïàñíî íåóñòîé÷èâîãî, ïðîòèâî-
ðå÷èâîãî ïðîãíîçà? Â òåðìèíàõ êîðíåé ïîëèíîìà, êàæ-
äûé ïîáî÷íûé êîðåíü óâåëè÷èâàåò òàêîé øàíñ. Åñëè ìî-
äóëü ïîáî÷íîãî êîðíÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå åäèíèöû, òî
íåáîëüøîå èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ïðèìåíÿå-
ìîé ËÐÔ íå äîëæíî ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì
äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçà. Îäíàêî ïîáî÷íûå êîðíè ñ áîëü-
øèìè, ÷åì 1, ìîäóëÿìè ìîãóò ïðèâåñòè ñ ïðîáëåìàì äàæå
äëÿ êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçà.

• Êîýôôèöèåíò âåðòèêàëüíîñòè. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà âåð-
òèêàëüíîñòè ν2 ðàâíî êâàäðàòó êîñèíóñà óãëà ìåæäó ïðî-
ñòðàíñòâîì Lr è âåêòîðîì-îðòîì eL. Óñëîâèå ν2 < 1 ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ âîçìîæíîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Åñëè âåëè-
÷èíà ν2 áëèçêà ê 1, òî, â ñèëó (14), êîýôôèöèåíòû ïðîãíî-
çèðóþùåé ËÐÔ áóäóò áîëüøèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà òàêæå áóäóò áîëüøè-
ìè ïî ìîäóëþ. Åñëè îæèäàåìîå ïîâåäåíèå çíà÷åíèé ïðîãíîçà
íå ïðåäïîëàãàåò ðåçêîãî âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ, òî áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà âåðòèêàëüíîñòè ãîâîðÿò î âîç-
ìîæíûõ ïðîáëåìàõ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü, â ÷àñòíîñòè,
î âîçìîæíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðîãíîçà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñêî-
ðåå âñåãî îçíà÷àåò, ÷òî áûëè âûáðàíû ëèøíèå ñîáñòâåííûå
òðîéêè (èëè âîîáùå, ïðåäïîëîæåíèÿ î ðÿäå íå âûïîëíåíû).
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6. Ðîëü íà÷àëüíûõ äàííûõ
Íå ñ÷èòàÿ ÷èñëà M øàãîâ ïðîãíîçà, ê ôîðìàëüíûì ïàðàìåò-

ðàì àëãîðèòìà R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ äëèíà îêíà L è
íàáîð I ñîáñòâåííûõ òðîåê, îïèñûâàþùèõ ðÿä F

(1)
N . Ýòè ïàðàìåò-

ðû îïðåäåëÿþò êàê ïðîãíîçèðóþùóþ ËÐÔ (14), òàê è íà÷àëüíûå
äàííûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ËÐÔ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ïðî-
ãíîçà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, îñîáåííî åñëè
ïðîãíîçèðóþùàÿ ËÐÔ èìååò ëèøíèå êîðíè.

Ìåòîä R-SSA-ïðîãíîçèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ
èñïîëüçóåò ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ f̃

(1)
N−L+1, . . . , f̃

(1)
N−1 âîññòàíîâëåííî-

ãî ðÿäà F̃
(1)
N . Â ñèëó ñâîéñòâ äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïîñëåäíèå

(è ïåðâûå) ÷ëåíû ðÿäà F
(1)
N îáû÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ìåíüøåé

òî÷íîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåðåäèíîé ðÿäà. Ýòîò ýôôåêò ìîæåò âû-
çâàòü óâåëè÷åíèå îøèáîê ïðîãíîçà.

Íàïðèìåð, ëþáîé ëèíåéíûé (è íå ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàíòîé)
ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì fn = an + b óïðàâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ËÐÔ
fn = 2fn−1 − fn−2, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò a è b. Ïàðàìåòðû a è
b, èñïîëüçóåìûå ïðè ïðîãíîçå (â äàííîì ñëó÷àå � ïðîäîëæåíèè
ðÿäà), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè fN−2 è
fN−1. Î÷åâèäíî, ÷òî îøèáêè â íà÷àëüíûõ äàííûõ ìîãóò ñóùåñòâåí-
íî èçìåíèòü ïîâåäåíèå ïðîãíîçà, äàæå ñìåíèòü òåíäåíöèþ ê âîçðàñ-
òàíèþ íà òåíäåíöèþ ê óáûâàíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, âàæíî ïðîâåðÿòü ïîñëåäíèå òî÷êè âîññòàíîâ-
ëåííîãî ðÿäà, â ÷àñòíîñòè, ñðàâíèâàòü èõ ñ îæèäàåìûì ïîâåäåíèåì
ðÿäà F

(1)
N .

7. Âîññòàíîâëåííûé ðÿä è ËÐÔ
Â ñèòóàöèè ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N , à òàêæå

ïðàâèëüíîãî âûáîðà ñîáñòâåííûõ òðîåê âîññòàíîâëåííûé ðÿä áó-
äåò óïðàâëÿòüñÿ ËÐÔ è ñîâïàäàòü ñ ðÿäîì F

(1)
N . Íåñîãëàñîâàííîñòü

â ñîîòâåòñòâèè ìåæäó âîññòàíîâëåííûì ðÿäîì è ðÿäîì, óïðàâ-
ëÿåìûì íàéäåííîé ËÐÔ, ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì âîçìîæíûõ îøè-
áîê: íåäîñòàòî÷íîãî êà÷åñòâà ðàçäåëèìîñòè (âîçìîæíî, âûçâàííî-
ãî íåïðàâèëüíûì âûáîðîì ïàðàìåòðîâ) èëè îáùåãî íåñîîòâåòñòâèÿ
ìîäåëè. Äâå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûìè.

• Ãëîáàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Êðîìå èñïîëüçîâàíèÿ ËÐÔ äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü åå äëÿ àïïðîêñèìàöèè
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èëè âñåãî ðÿäà, èëè åãî ÷àñòåé. Íàïðèìåð, åñëè ìû âìåñòî
ïîñëåäíèõ âîçüìåì ïåðâûå çíà÷åíèÿ âîññòàíîâëåííîãî ðÿäà
è ñäåëàåì N − L + 1 øàãîâ ïðîãíîçèðóþùåé ïðîöåäóðû, òî
ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, íàñêîëüêî õîðîøî âîññòàíîâëåííûé ðÿä
ãëîáàëüíî îïèñûâàåòñÿ (àïïðîêñèìèðóåòñÿ) äàííîé ËÐÔ.

• Ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ñîîò-
âåòñòâóåò äîëãîñðî÷íîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ. ×òîáû ïðîâåðèòü
êà÷åñòâî êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçà, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ëî-
êàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âîññòàíîâëåííûì ðÿäîì è ïðî-
ãíîçèðóþùåé ËÐÔ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî äðóãóþ
ïðîöåäóðó.

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëå 4.1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýì-
ïèðè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-
ñòàðòîâûì ðåêóððåíòíûì ïðîäîëæåíèåì. Ñîãëàñíî åìó, äëÿ
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî Q âûïîëíÿåòñÿ Q øàãîâ ïðîöåäóðû
ìóëüòèñòàðòîâîãî ðåêóððåíòíîãî ïðîäîëæåíèÿ, ò. å. ïðîèñõî-
äèò Q-êðàòíîå ïðèìåíåíèå ïðîãíîçèðóþùåé ËÐÔ ê ñêîëüçÿ-
ùèì íà÷àëüíûì äàííûì, ìåíÿþùèìñÿ îò (f̃ (1)

0 , . . . , f̃
(1)
L−2) äî

(f̃ (1)
K−Q, . . . , f̃

(1)
N−Q−1), K = N − L + 1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ñðàâíèâàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè f
(1)
L−1, . . . , f̃

(1)
N−1.

Ïîñêîëüêó êàê ËÐÔ, òàê è íà÷àëüíûå äàííûå ñîäåðæàò
íåêîòîðûå îøèáêè, òî ëîêàëüíîå íåñîîòâåòñòâèå äëÿ íåáîëü-
øèõ Q îáû÷íî áîëåå èíôîðìàòèâíî, ÷åì ãëîáàëüíîå. Áîëåå
òîãî, ïðîâåðÿÿ ðåçóëüòàòû ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ Q, ìîæíî îöåíèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ M , ïðè
ïðîãíîçèðîâàíèè íà êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçóìíûå ðå-
çóëüòàòû.

8. Óñòîé÷èâîñòü è íàäåæíîñòü ïðîãíîçà
Â òî âðåìÿ êàê ïðàâîìåðíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà

òðåáîâàíèè ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû ðÿäà â áóäóùåì, íå ìîæåò áûòü
ïðîâåðåíà íà îñíîâå âíóòðåííèõ ñâîéñòâ âðåìåííîãî ðÿäà, óñòîé÷è-
âîñòü ïðîãíîçà ïîääàåòñÿ íåêîòîðîé ïðîâåðêå. Óïîìÿíåì íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ òàêîé ïðîâåðêè.

• Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû. Áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ âà-
ðèàíòîâ ïðîãíîçà (íàïðèìåð, ðåêóððåíòíîãî è âåêòîðíîãî ïðî-
ãíîçîâ) ãîâîðèò â ïîëüçó åãî äîñòîâåðíîñòè.
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• Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå äàííûå. Òàê êàê ïîñëåäíèå ýëåìåíòû
âîññòàíîâëåííîãî ðÿäà ìîãóò ñîäåðæàòü çíà÷èòåëüíûå îøèá-
êè, òî ìîæíî íà÷àòü ïðîãíîç ñ îäíîé èç ïðåäûäóùèõ òî÷åê.
Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðîãíîçîâ, íà÷àòûõ ñ ðàçíûõ òî÷åê,
òàêæå ãîâîðÿò îá óñòîé÷èâîñòè ïðîãíîçà.

• Ðàçëè÷íûå äëèíû îêíà. Åñëè õàðàêòåðèñòèêè ðàçäåëèìîñòè
óñòîé÷èâû ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ äëèíû îêíà, òî ìîæíî
ñðàâíèâàòü ïðîãíîçû ïðè èçìåíåííûõ L.

• Ïðîãíîçèðîâàíèå óêîðî÷åííîãî âðåìåííîãî ðÿäà.Óêîðîòèì èñ-
õîäíûé ðÿä FN óäàëåíèåì íåñêîëüêèõ åãî ïîñëåäíèõ ýëåìåí-
òîâ. Åñëè óñëîâèÿ ðàçäåëèìîñòè óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî òà-
êîé îïåðàöèè, òî ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü ïðîãíîç óêîðî÷åííîãî
ðÿäà ñ ïîñëåäíèìè, óäàëåííûìè òî÷êàìè ðÿäà. Ýòîò ñïîñîá
áîëåå îáúåêòèâåí, òàê êàê â ïîñòðîåíèè ïðîãíîçà íå ó÷àñòâó-
þò òå òî÷êè ðÿäà, íà êîòîðûõ ïðîãíîç òåñòèðóåòñÿ. Îäíàêî
åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíèõ (íàè-
áîëåå ¾íåäàâíèõ¿) òî÷êàõ ðÿäà íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîñòðîå-
íèè ïðîãíîçà.

9. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
Õîòÿ êàê ýìïèðè÷åñêèå, òàê è áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû íå ÿâëÿþòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè è íîñÿò íåñêîëüêî óñëîâíûé õà-
ðàêòåð, òåì íå ìåíåå, îíè äàþò âàæíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìà-
öèþ î òî÷íîñòè ïðîãíîçà è åãî óñòîé÷èâîñòè.

• Îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ìîäåëüþ èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà
ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå FN = F

(1)
N + F

(2)
N , ãäå F

(1)
N � ñèãíàë,

à F
(2)
N � ¾øóì¿. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä F

(1)
N äîïóñêàåò ðå-

êóððåíòíîå ïðîäîëæåíèå è ïîñòàâëåíà çàäà÷à åãî ïðîãíîçà.

• Öåëè. Ýìïèðè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ñòðîÿòñÿ äëÿ
ïðîãíîçà âñåãî ðÿäà FN , ïðî êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â
áóäóùåì åãî ñòðóêòóðà ñîõðàíèòñÿ. Áóäñòðåï-äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû ñòðîÿòñÿ äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ñèãíàëà F

(1)
N .

• Èñòî÷íèê äàííûõ è äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Èñòî÷-
íèêîì äàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûõ èí-
òåðâàëîâ ñëóæèò ðÿä îñòàòêîâ F̃

(2)
N =FN−F̃

(1)
N , ãäå F̃

(1)
N � âîñ-
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ñòàíîâëåííûé ðÿä. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äëÿ ðÿäà îñòàòêîâ ïîñòðîåíà è åå ïàðàìåòðû îöåíåíû íà
îñíîâå çíà÷åíèé ðÿäà F̃

(2)
N . Äàííûå, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, òàêæå èìåþò
ôîðìó íåêîòîðîãî ðÿäà îñòàòêîâ, íî â äàííîì ñëó÷àå ïîñòðî-
åíèå ðÿäà îñòàòêîâ îñíîâàíî íà ìóëüòèñòàðòîâîì ðÿäå îñòàò-
êîâ, îïèñàííîì â ðàçäåëå 4.1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ
ãðàíèö ïðîãíîçà â òî÷êå N +Q− 1 äëèíà èñïîëüçóåìîãî ðÿäà
îñòàòêîâ ðàâíÿåòñÿ N −L−Q + 2. Ïîýòîìó äëÿ óñòîé÷èâîñòè
äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö íåîáõîäèìî, ÷òîáû N −L−Q+2 áûëî
äîñòàòî÷íî áîëüøèì (ïðåâûøàëî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ).

• Ïðîâåðêà ïðåäïîëîæåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
ðÿäû îñòàòêîâ ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè áåëîãî øóìà, ïðåä-
ïîëîæåíèÿ äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ
âûïîëíÿþòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà ïðîâåðÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íî äàæå åñëè ýòà ãè-
ïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû âñå ðàâíî èìå-
þò ñìûñë, òàê êàê ñîçäàþò ìàñøòàáíóþ øêàëó, â êîòîðîé, â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû è èçìåðÿòü
óñòîé÷èâîñòü.

• Áóòñòðåï-ïðîãíîç. Ðåçóëüòàòû áóòñòðåï-ìîäåëèðîâàíèÿ, èñ-
ïîëüçóåìîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûõ èíòåð-
âàëîâ, ìîãóò äàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíè-
ÿõ ïðîãíîçà. Íàïðèìåð, ïîëó÷èâ ïðîãíîç ïðîìîäåëèðîâàííûõ
ðÿäîâ FN,i (1 ≤ i ≤ S), ìîæíî ðàññìîòðåòü ñðåäíåå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ (ñëó÷àéíûõ) ïðîãíîçîâ â êà÷åñòâå åùå îäíîãî âà-
ðèàíòà ïðîãíîçà.



6. Ïðèëîæåíèå: ïðèìåð ïðîãíîçèðîâàíèÿ
âðåìåííîãî ðÿäà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîäèêó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-
SSA íà ïðèìåðå ïðîãíîçà âðåìåííîãî ðÿäà FORT (îáúåìû ìåñÿ÷-
íûõ ïðîäàæ êðåïëåíûõ âèí â Àâñòðàëèè ñ ÿíâàðÿ 1984 ãîäà ïî
èþíü 1994 ãîäà (ðèñ. 2∗)). Åñòåñòâåííî, ëþáîé ïðîãíîç âðåìåííî-
ãî ðÿäà äîëæåí ïðåäâàðÿòüñÿ àíàëèçîì ðÿäà. Â äàííîì ñëó÷àå ìû
áóäåì îïèðàòüñÿ íà àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà, ïðîâåäåííûé
â [3, Ïðèëîæåíèå B]. Òàê êàê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñàì
ðÿä äëèíû N = 174, òàê è åãî ïîäðÿä, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ 120
òî÷åê, òî òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-
íèÿ FORT174 äëÿ âñåãî ðÿäà è FORT120 äëÿ óêîðî÷åííîãî ðÿäà.
Ïðèâåäåííûå ãðàôèêè áóäóò îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ èëëþñòðàöè-
åé ïîíÿòèé, âîçíèêàþùèõ ïðè èçëîæåíèè òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòîâ
ìåòîäà.

Òàê êàê ïðîãíîç ìåòîäîì ¾Ãóñåíèöà¿-SSA ïðèìåíÿåòñÿ ê ðÿ-
äàì, óïðàâëÿåìûì (ìîæåò áûòü, ïðèáëèæåííî) ëèíåéíûìè ðåêóð-
ðåíòíûìè ôîðìóëàìè, òî íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà FORT ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ.

6.1. Îïèñàíèå âðåìåííîãî ðÿäà ëèíåéíîé
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

Â [3] ìû îïðåäåëèëè, ÷òî ðÿä FORT ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå ¾ñèãíàë+øóì¿, è ñìîãëè ïðèáëèæåííî îòäåëèòü ñèãíàë îò
øóìîâîé êîìïîíåíòû, ïðè÷åì êà÷åñòâî ðàçäåëåíèÿ ïðè äëèíå îêíà
L = 84 áûëî äîñòèãíóòî äîâîëüíî õîðîøåå (w-êîððåëÿöèÿ ìåæäó
ýòèìè êîìïîíåíòàìè ðàâíà 0.004). Ïðè ýòîì ñèãíàëó ñîîòâåòñòâîâà-
ëî 11 ñîáñòâåííûõ òðîåê, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî åãî òðàåêòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî äîëæíî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
ðàçìåðíîñòè 11. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåò ëè-
íåéíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó ðàçìåðíîñòè 83 = L− 1 òàêóþ, ÷òî
âîññòàíîâëåííûé ðÿä (â äàííîì ñëó÷àå � ñèãíàë) áóäåò àïïðîêñè-
ìèðîâàòüñÿ ðÿäîì, óïðàâëÿåìûì ýòîé ËÐÔ.

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ î ïåðâûõ 19 èç 83 êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äàííîé ËÐÔ. Êîðíè óïîðÿäî÷åíû
ïî óáûâàíèþ èõ ìîäóëÿ. Åñëè â ñòîëáöå ¾Òèï¿ òàáëèöû íàïèñàíî
∗Ðèñ. 2�9 ñì. íà ñ. 45�48
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¾êîìïë.¿, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î äâóõ
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿõ è óêàçàíà âåëè÷èíà àáñîëþòíî-
ãî çíà÷åíèÿ ìíèìîé ÷àñòè êîðíÿ. Ïåðâûå øåñòü ñòðîê òàáëèöû
ìîæíî ëåãêî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü: 1�3 è 5�6 ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì êîðíÿì, ïîðîæäàþùèì ãàðìîíèêè ñ ïå-
ðèîäàìè, ïðèìåðíî ðàâíûìè 6, 4, 2.4, 12 è 3. Ìîäóëü, áîëüøèé åäè-
íèöû, óêàçûâàåò íà âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû, ìåíüøèé åäèíèöû �
íà óáûâàíèå. Ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ [3, ðèñ. 11]. ×åòâåðòàÿ ñòðî-
êà òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâåííîìó êîðíþ ñ ìîäóëåì 0.997.
Òàê êàê ÷èñëî ãëàâíûõ êîðíåé äîëæíî áûòü ðàâíî êàê ðàç îäèííà-
äöàòè, òî áîëüøå ãëàâíûõ êîðíåé íåò. Îñòàëüíûå êîðíè ÿâëÿþòñÿ
ïîáî÷íûìè, ïî ìîäóëþ ìåíüøèìè åäèíèöû. Âñå êîðíè èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 3 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòàõ (Re, Im).

Òàáë èö à 1. Ðÿä FORT: õàðàêòåðèñòèêè êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëíîé ËÐÔ

N Re Im Ìîäóëü ×àñòîòà Ïåðèîä Òèï
1 0.497 0.871 1.003 1.053 5.969 êîìïë.
2 -0.002 1.000 1.000 1.573 3.994 êîìïë.
3 -0.870 0.489 0.998 2.630 2.389 êîìïë.
4 0.997 0.000 0.997 0.000 Íåò âåù.
5 0.861 0.497 0.994 0.524 12.002 êîìïë.
6 -0.478 0.866 0.989 2.075 3.028 êîìïë.
7 -0.094 0.972 0.976 1.667 3.768 êîìïë.
8 -0.391 0.894 0.975 1.983 3.168 êîìïë.
9 0.796 0.563 0.975 0.615 10.212 êîìïë.

10 0.401 0.888 0.975 1.147 5.480 êîìïë.

Ïðîâåðèì, íàñêîëüêî õîðîøî ðÿä îïèñûâàåòñÿ ïîðîæäåííîé
âîññòàíîâëåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ËÐÔ (äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê
áóäåì íàçûâàòü òàêèì ôîðìóëû ïîëíûìè ËÐÔ). Ìàêñèìàëüíàÿ
îøèáêà ãëîáàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðàâíÿåòñÿ 132, ÷òî ñîñòàâëÿåò
ìåíüøå 10% îò çíà÷åíèé ðÿäà. Íàïîìíèì, ÷òî òàê êàê â êà÷åñòâå
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ËÐÔ áûëè âçÿòû ïåðâûå 83 çíà÷åíèé ðÿäà, òî
îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 84-é òî÷êè.

Óäàëèì òåïåðü âñå êîðíè ïîëèíîìà êðîìå îäèííàäöàòè ãëàâ-
íûõ. Ãëàâíûå êîðíè ïîðîæäàþò íîâóþ (ìèíèìàëüíóþ) ËÐÔ, êîòî-
ðàÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ òî÷êè ñ 73-é ïî 83-þ, òî íà
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îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðÿäà îíà áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü ðÿä äàæå ÷óòü
ëó÷øå (ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà ðàâíà 94). Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíûõ ïåðâûå 11 òî÷åê, òî ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè,
ñîñ÷èòàííàÿ íà 12�174 òî÷êàõ, óâåëè÷èòñÿ (÷òî íå óäèâèòåëüíî) äî
495. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðÿ-
äîì, óïðàâëÿåìûì ìèíèìàëüíîé ËÐÔ ðàçìåðíîñòè 11 ñ êîðíÿìè,
èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 4. Ïîýòîìó, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò, ìîæ-
íî âûïèñàòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ýòîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ëîêàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè ñîîòíîøåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåðíî òàêîå æå
(àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îøèáîê ìåíüøå).

Òàê êàê ìû çíàåì òî÷íîå çíà÷åíèå ïåðèîäà, òî ìîæíî åùå ïîä-
ïðàâèòü ËÐÔ, èçìåíèâ êîðíè òàê, ÷òîáû îíè â òî÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâîâàëè ïåðèîäàì 6, 4, 2.4, 12 è 3 (áóäåì íàçûâàòü ýòó ôîðìóëó
ðàçìåðíîñòè 11 èñïðàâëåííîé ìèíèìàëüíîé ËÐÔ). Îøèáêè ëîêàëü-
íîé àïïðîêñèìàöèè ïðè ýòîì äàæå óìåíüøàòñÿ.

Âûïèøåì âèä ðÿäà, óïðàâëÿåìîãî èñïðàâëåííîé ìèíèìàëüíîé
ËÐÔ:

fn = C10.997n + C20.994n sin(2πn/12 + φ2)+
+C3 sin(2πn/4 + φ3) + C41.003n sin(2πn/6 + φ4)+
+C50.998n sin(2πn/2.4 + φ5) + C60.989n sin(2πn/3 + φ6).

(17)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû Ci è φi îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè.
Ìû âûïèñàëè ñëàãàåìûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ âêëàäîâ â ñóììó
íà èíòåðâàëå îò 1 äî 174, à íå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëåé ïîðîæ-
äàþùèõ èõ êîðíåé, êîòîðûé ðóêîâîäèò óïîðÿäî÷åííîñòüþ âêëàäîâ
â áóäóùåì, ïîñòðîåííîì ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ËÐÔ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî
ðÿä äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîé ìîäåëè è ìîæíî
ïðèñòóïàòü ê ïðîãíîçèðîâàíèþ.

6.2. Ïðîãíîç è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
Óñòîé÷èâûé äîëãîñðî÷íûé ïðîãíîç. Êàê áûëî ïîêàçàíî

âûøå, ðÿä FORT îêàçàëñÿ ïî÷òè èäåàëüíûì äëÿ ïðîãíîçà: îí ñî-
ñòîèò èç ñèãíàëà, õîðîøî àïïðîêñèìèðóåìîãî ðÿäîì, óïðàâëÿåìûì
ËÐÔ, è áåëîãî øóìà. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ïåðâûå 24 òî÷êè ðå-
êóððåíòíîãî ïðîãíîçà íà 60 òî÷åê âïåðåä ïî ïîëíîé ËÐÔ, ïîñòðî-
åííîé ïî ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó ïåðâûìè îäèííàäöàòüþ
ñîáñòâåííûìè òðîéêàìè. Çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî âàðèàíòà ïðîãíîçà,
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à òàêæå ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà âèäà (17) ïî èñïðàâëåííîé ìèíè-
ìàëüíîé ËÐÔ ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 5, ïîýòîìó
ìû èõ íå ïðèâîäèì. Òàêîå ñîâïàäåíèå ïîäòâåðæäàåò óñòîé÷èâîñòü
ïîñòðîåííîãî ïðîãíîçà.

Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, ñî-
îòâåòñòâóþùèå óðîâíþ äîâåðèÿ 0.95. Ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ ìû âíà÷àëå óáåäèëèñü, ÷òî ðÿä îñòàòêîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. À èìåííî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ðÿä F̃ (2) = F − F̃ (1), ãäå F̃ (1) � âîññòàíîâëåííûé ïî
ïåðâûì 11 ñîáñòâåííûì òðîéêàì ðÿä, ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ðå-
àëèçàöèåé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èññëå-
äîâàíèå îñòàòêîâ óæå ïðîâîäèëîñü ïðè àíàëèçå ðÿäà. Ãèïîòåçà î
íåçàâèñèìîñòè ïîäòâåðæäàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê êðèòåðèé Àááå äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íîðìàëüíîñòè äàåò ïîðîãîâûé óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè 0.01. Íåêîòîðûå îòêëîíåíèå îò íîðìàëüíîñòè ìîãóò íåìíîãî
èñêàçèòü âåëè÷èíó äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, îäíàêî êà÷åñòâåííî
èì âñå ðàâíî ìîæíî äîâåðÿòü. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåð äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ðàñòåò â òå÷åíèè 5 ëåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðÿäà FORT ïîñòðîåí ïðîãíîç íà 60 òî÷åê
âïåðåä, êîòîðîìó âïîëíå ìîæíî äîâåðÿòü ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðóê-
òóðà ðÿäà â äàëüíåéøåì íå èçìåíèòñÿ.

Êðàòêîñðî÷íûé ïðîãíîç. Íå âñåãäà äàííûå òàêîâû, ÷òî ïî
íèì âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðîãíîç íà áîëüøîå ÷èñëî òî÷åê âïåðåä.
Ïðè÷èíàìè ýòîãî ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå: 1) íåäîñòàòî÷íàÿ äëèíà
ðÿäà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé øóìà è/èëè ñëîæíîñòüþ ñèãíà-
ëà; 2) íåëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà ñèãíàëà, â òîì ñìûñëå, ÷òî îí ïëîõî
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðÿäîì, óïðàâëÿåìûì ËÐÔ îòíîñèòåëüíî íåáîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé.

Óêîðîòèì âðåìåííîé ðÿä FORT äî ïåðâûõ 120 òî÷åê òàê æå,
êàê ýòî äåëàëîñü ïðè àíàëèçå ðÿäà â [3]. Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî óäîá-
íî ññûëàòüñÿ, íàçîâåì åãî FORT120, à èñõîäíûé ðÿä � FORT174.
Ïðîâåäåííûé â [3, Ïðèëîæåíèå B] àíàëèç ðÿäà ïîêàçàë, ÷òî ïðè
äëèíå îêíà L = 60 ê ñèãíàëó ìîæíî îòíåñòè ïåðâûå 11 ñîáñòâåí-
íûõ òðîåê ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà
FORT120. Âîçíèêàþùåå ïðè ðàçëîæåíèè ïåðåìåøèâàíèå äâóõ ãàð-
ìîíèê ñóùåñòâåííî äëÿ ïðîãíîçà òîëüêî â òîì ñìûñëå, ÷òî âêëþ-
÷àòü/íå âêëþ÷àòü ñîáñòâåííûå òðîéêè ñ íîìåðàìè 8�11 íåîáõîäèìî
îäíîâðåìåííî.
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Òàê æå, êàê è äëÿ ðÿäà FORT174, ïîñòðîèì ïðîãíîç íà 60 òî÷åê
âïåðåä íà îñíîâå ïåðâûõ 11 ñîáñòâåííûõ òðîåê. Ñòðóêòóðà ïîðîæ-
äåííîãî ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà
äëÿ ïîëíîãî è óêîðî÷åííîãî ðÿäîâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà. Ðàçíèöà
â òîì, ÷òî ðÿä FORT120 êîðî÷å, ïîýòîìó êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîé
îòäåëèìîñòè ñèãíàëà îò øóìà äîëæíî áûòü õóæå. Ýòî ïîäòâåð-
æäàåò îøèáêà ãëîáàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
êîòîðîé ðàâíî 312 (âìåñòî 132 äëÿ FORT174).

Äëÿ óêîðî÷åííîãî ðÿäà ìû èìååì áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ïðè
îöåíêå êà÷åñòâà ïðîãíîçà, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ñðàâíè-
âàòü çíà÷åíèÿ ïðîãíîçà ñ ðåàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ðÿäà. Íà ðèñ. 7
èçîáðàæåíû çíà÷åíèÿ ðåêóððåíòíîãî ïðîãíîçà (æèðíàÿ ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷êàìè ðÿäà FORT174. Âèäíî, ÷òî íà ïåð-
âûõ 24 òî÷êàõ ïðîãíîç êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò áóäóùåå ïîâåäåíèå,
à çàòåì íà÷èíàþòñÿ äîâîëüíî ñèëüíûå ðàñõîæäåíèÿ. Ïðèâåäåì èí-
ôîðìàöèþ î ïåðâûõ 19 èç 59 êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
ïîëíîé ïðîãíîçèðóþùåé ËÐÔ äëÿ ðÿäà FORT120 (òàáë. 2). Ñðàâ-
íåíèå ñ òàáë. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåäåíèå ïðîãíîçà ðÿäà FORT120
îáóñëîâëåíî áîëüøèì ìîäóëåì êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëèðîâàííîé ãàðìîíèêå ñ ïåðèîäîì 6 (ïåðâàÿ
ñòðîêà òàáëèöû). Íà ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî èìåííî ðàñòóùàÿ ïî àìïëè-
òóäå 6-ìåñÿ÷íàÿ ãàðìîíèêà â îñíîâíîì è îòâå÷àåò çà ðàñõîæäåíèå
ïðîãíîçà ñ ðåàëüíûìè äàííûìè.

Òàá ëèö à 2. Ðÿä FORT120: õàðàêòåðèñòèêè êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëíîé ËÐÔ

N Re Im Ìîäóëü ×àñòîòà Ïåðèîä Òèï
1 0.505 0.878 1.013 1.049 5.990 êîìïë.
2 -0.885 0.480 1.007 2.644 2.376 êîìïë.
3 0.000 1.000 1.000 1.571 4.001 êîìïë.
4 0.997 0.000 0.997 0.000 íåò âåù.
5 0.862 0.496 0.994 0.522 12.033 êîìïë.
6 -0.490 0.851 0.982 2.093 3.002 êîìïë.
7 0.366 0.896 0.968 1.183 5.311 êîìïë.
8 0.768 0.587 0.966 0.652 9.635 êîìïë.
9 -0.128 0.957 0.966 1.704 3.688 êîìïë.

10 -0.899 0.350 0.965 2.771 2.268 êîìïë.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäòâåðäèòü ìåíüøóþ óñòîé÷èâîñòü ïðîãíîçà
ðÿäà FORT120 ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãíîçîì ðÿäà FORT174, ïîñòðîèì
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû. Íà ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî ðàçìåð áóòñòðåï-
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ, äàæå çàõâàòûâàÿ
îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.

×òîáû îêîí÷àòåëüíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîõîå êà÷åñòâî äîë-
ãîñðî÷íîãî ïðîãíîçà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåäîñòàòî÷íîé ðàçäåëè-
ìîñòè, à íå òîãî, ÷òî ñòðóêòóðà ïåðâûõ 120 òî÷åê ðÿäà îòëè÷àåòñÿ
îò ñòðóêòóðû ïîñëåäóþùèõ òî÷åê, ïðèìåíèì èñïðàâëåííóþ ìèíè-
ìàëüíóþ ËÐÔ, ïîëó÷åííóþ ïðè àíàëèçå ðÿäà FORT174 è ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ôîðìóëå (17). Ðåçóëüòàò èçîáðàæåí íà ðèñ. 9 è ïîêàçû-
âàåò äîâîëüíî õîðîøåå êà÷åñòâî ïðîãíîçà (æèðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
ñîåäèíÿåò òî÷êè ïðîãíîçà, à ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîìå÷åíû êâàäðà-
òèêàìè).

Òåñòèðóÿ êà÷åñòâî ïðîãíîçà íà óêîðî÷åííîì ðÿäå, ìû èìååì
âîçìîæíîñòü êîëè÷åñòâåííî âûðàçèòü êà÷åñòâî ïðîãíîçà, íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé ïðî-
ãíîçà îò ðåàëüíûõ çíà÷åíèé. Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîçà ïî ïîëíîé
ïðîãíîçèðóþùåé ËÐÔ äàåò çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè,
ðàâíîå 549, âåêòîðíûé âàðèàíò ïðîãíîçà ïðèâîäèò ê ÷óòü ìåíüøåé
îøèáêå 535, â òî âðåìÿ êàê ïðîãíîç ïî èñïðàâëåííîé ìèíèìàëüíîé
ËÐÔ óìåíüøàåò îøèáêó äî 314.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàííûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò òåîðåòè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû î çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà ïðîãíîçà îò òî÷íîñòè
ðàçäåëèìîñòè.
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Ðèñ. 2. FORT174: ãðàôèê èñõîäíîãî ðÿäà ìåñÿ÷íûõ
îáúåìîâ ïðîäàæ êðåïëåíûõ âèí â Àâñòðàëèè.
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Ðèñ. 3. FORT174: ãëàâíûå è ïîáî÷íûå êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëíîé ËÐÔ.
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Ðèñ. 4. FORT174: êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
ìèíèìàëüíîé ËÐÔ.
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Ðèñ. 5. FORT174: Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç íà 24 òî÷êè âïåðåä.
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Ðèñ. 6. FORT174: Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç íà 60 òî÷åê
è áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
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Ðèñ. 7. FORT120: Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç ïî ïîëíîé ËÐÔ
íà 60 òî÷åê íà ôîíå ðåàëüíûõ çíà÷åíèé.
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Ðèñ. 8. FORT120: Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç íà 60 òî÷åê
è áóòñòðåï-äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
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Ðèñ. 9. FORT120: Ðåêóððåíòíûé ïðîãíîç íà 60 òî÷åê
ïî èñïðàâëåííîé ìèíèìàëüíîé ËÐÔ (FORT174),

íà ôîíå ðåàëüíûõ çíà÷åíèé.
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