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Ââ å ä å í è å
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ìîùíîìó è áûñòðî ðàçâèâàþùåìó-

ñÿ ìåòîäó àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ ¾Ãóñåíèöà¿-SSA. Ìåòîä ðàç-
ðàáàòûâàëñÿ íåçàâèñèìî â Ðîññèè è â Âåëèêîáðèòàíèè è ÑØÀ ïîä
ðàçíûìè èìåíàìè, ¾Ãóñåíèöà¿ è SSA (Singular Spectrum Analysis),
îòñþäà è åãî ïîëíîå íàçâàíèå. Îïèñàíèå ìåòîäà, åãî ïðèìåíåíèé è
ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1, 2, 3]. Îòå÷åñòâåííàÿ
èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäà âìåñòå ñî ññûëêàìè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ
ëèòåðàòóðó êðàòêî èçëîæåíà â [2]. Ññûëêè íà çàðóáåæíóþ ëèòå-
ðàòóðó ìîæíî íàéòè â [1, 3]. Ïðè èçëîæåíèè ìû áóäåì ïðèäåðæè-
âàòüñÿ îáîçíà÷åíèé è ïîíÿòèé êíèãè [3], à òàêæå áóäåì ïðèâîäèòü
áåç ññûëîê è äîêàçàòåëüñòâ ñîäåðæàùèåñÿ òàì ðåçóëüòàòû.

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü øèðîêîé îáëàñòüþ.
Ïîýòîìó ïðîêîììåíòèðóåì, â ÷åì èìåííî çàêëþ÷àåòñÿ ñïåöèôèêà
ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà.

Îïèøåì êðàòêî, êàê ðàáîòàåò ìåòîä (ñòðîãîå îïèñàíèå àëãî-
ðèòìà ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 1). Äëÿ àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà âû-
áèðàåòñÿ öåëûé ïàðàìåòð L; íàçîâåì åãî ¾äëèíà îêíà¿. Ïàðàìåòð L
ìîæåò âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé äëèíå ðÿäà è äîñòàòî÷íî áîëüøîì L ðåçóëüòàòû íå áóäóò çà-
âèñåòü îò äëèíû îêíà. Çàòåì íà îñíîâå ðÿäà ñòðîèòñÿ òðàåêòîðíàÿ
ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîëüçÿùèå îòðåçêè ðÿäà
äëèíû L: ñ ïåðâîé òî÷êè ïî L-þ, ñî âòîðîé ïî (L+1)-þ è ò. ä. Ñëå-
äóþùèé øàã � ýòî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðèöû
â ñóììó ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà çà-
äàåòñÿ íàáîðîì èç ñîáñòâåííîãî ÷èñëà è äâóõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ
� ñîáñòâåííîãî è ôàêòîðíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
íåñêîëüêèõ ðÿäîâ. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ îïðåäåëèòü ïî âèäó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ñîáñòâåí-
íûõ è ôàêòîðíûõ âåêòîðîâ, ÷òî ýòî çà ñëàãàåìûå è êàêîé íàáîð
ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó èç íèõ. Ñóììèðóÿ
ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû âíóòðè êàæäîãî íàáîðà è çàòåì ïåðåõîäÿ
îò ðåçóëüòèðóþùèõ ìàòðèö ê ðÿäó, ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ðÿäà
íà àääèòèâíûå ñëàãàåìûå, íàïðèìåð, íà ñóììó òðåíäà, ïåðèîäèêè
è øóìà èëè íà ñóììó íèçêî÷àñòîòíîé è âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿ-
þùèõ. Âîçìîæíîñòü ðàçáèòü ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö
íà ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðïðåòèðóåìûì àääèòèâíûì ñî-
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ñòàâëÿþùèì ðÿäà, òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ,
êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî â ðàçäåëå 2.

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå âðåìåííî-
ãî ðÿäà íà èíòåðïðåòèðóåìûå àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå. Ïðè ýòîì
ìåòîä íå òðåáóåò ñòàöèîíàðíîñòè ðÿäà, çíàíèÿ ìîäåëè òðåíäà, à
òàêæå ñâåäåíèé î íàëè÷èè â ðÿäå ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ è
èõ ïåðèîäàõ. Ïðè òàêèõ ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìåòîä ¾Ãóñåíèöà¿-
SSA ìîæåò ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è, òàêèå êàê, íàïðèìåð, âûäåëå-
íèå òðåíäà, îáíàðóæåíèå ïåðèîäèê, ñãëàæèâàíèå ðÿäà, ïîñòðîåíèå
ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ðÿäà â ñóììó òðåíäà, ïåðèîäèê è øóìà.

Ïëàòîé çà òàêîé øèðîêèé ñïåêòð âîçìîæíîñòåé ïðè äîñòà-
òî÷íî ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâåííî
íåàâòîìàòè÷åñêàÿ ãðóïïèðîâêà êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ èñ-
õîäíîãî ðÿäà. Âî-âòîðûõ, îòñóòñòâèå ìîäåëè íå ïîçâîëÿåò ïðîâå-
ðÿòü ãèïîòåçû î íàëè÷èè â ðÿäå òîé èëè èíîé ñîñòàâëÿþùåé (ýòîò
íåäîñòàòîê îáúåêòèâíî ïðèñóù íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì). Äëÿ
ïðîâåðêè ïîäîáíûõ ãèïîòåç òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè, êîòîðîå,
â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íà îñíîâå èíôîðìàöèè, ïî-
ëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûé íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàòû, ÷àñòî ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ìåíåå òî÷íûå, ÷åì ìíîãèå
ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ïðè àíàëèçå ðÿäà ñ èçâåñòíîé ìîäåëüþ.

Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà ñîäåðæàíèè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Ïåðâûé
ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå àëãîðèòìà ìåòîäà è êîììåíòàðèè ê íåìó.
Â ðàçäåëàõ 2 è 3 ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ìåòîäå. Â
ðàçäåëå 4 íàõîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìå-
òîäà, êîòîðîå îñíîâàíî íà ïðèâåäåííûõ ïåðåä ýòèì òåîðåòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòàõ. Ìàòåðèàëû ýòîãî ðàçäåëà âàæíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà. Ñëåäóþùèé, ïÿòûé, ðàçäåë ÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûì è ñîäåðæèò ìîäèôèêàöèè áàçîâîãî àëãîðèòìà, êîòîðûå, â
çàâèñèìîñòè îò âèäà àíàëèçèðóåìûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ìîãóò ïîç-
âîëèòü ïîëó÷èòü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû. Ïðèëîæåíèå A, â êîòîðîå ïî-
ìåùåíû îáùèå ñâåäåíèÿ î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèö, äîáàâ-
ëåíî â ïîñîáèå, òàê êàê ýòàï ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì â ìåòîäå ¾Ãóñåíèöà¿-SSA. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü,
êàê îïèñàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ðåàëüíûì âðåìåííûì
ðÿäàì, à òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, â ïðèëîæåíèå B âêëþ÷åí ïîäðîáíî ðàçîáðàííûé ïðè-
ìåð àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà ìåòîäîì ¾Ãóñåíèöà¿-SSA.



1. Áàçîâûé àëãîðèòì ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-SSA
Ïóñòü N > 2. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîçíà÷íûé âðåìåííîé ðÿä

F = (f0, . . . , fN−1) äëèíû N . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðÿä F �
íåíóëåâîé, ò. e. ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî i, òàêîå ÷òî
fi 6= 0. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî fi = f(i∆) äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f(t), ãäå t � âðåìÿ, à ∆ � íåêîòîðûé âðåìåííîé èíòåðâàë,
îäíàêî ýòî íå áóäåò èãðàòü îñîáîé ðîëè â äàëüíåéøåì. Áîëåå òî-
ãî, ÷èñëà 0, . . . , N − 1 ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû íå òîëüêî êàê
äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, íî è êàê íåêîòîðûå ìåòêè, èìåþùèå
ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííóþ ñòðóêòóðó.

Íóìåðàöèÿ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà íà÷èíàåòñÿ ñ i = 0, à íå
ñòàíäàðòíî ñ i = 1 òîëüêî èç-çà óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé.

Áàçîâûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà
ýòàïîâ, ðàçëîæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ.

1.1. Ïåðâûé ýòàï: ðàçëîæåíèå

Øà ã 1. Âëîæåíèå
Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ ïåðåâîäèò èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîìåðíûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü L � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî (äëèíà îêíà), 1 < L < N .

Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ îáðàçóåò K = N − L + 1 âåêòîðîâ âëîæåíèÿ

Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T, 1 ≤ i ≤ K,

èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü L. Åñëè íàì íóæíî áóäåò ïîä÷åðêíóòü ðàç-
ìåðíîñòü Xi, òî ìû áóäåì íàçûâàòü èõ âåêòîðàìè L-âëîæåíèÿ.

L-Òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà (èëè ïðîñòî òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà)
ðÿäà F

X = [X1 : . . . : XK ]

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðèöà

X = (xij)
L,K
i,j=1 =




f0 f1 f2 . . . fK−1

f1 f2 f3 . . . fK

f2 f3 f4 . . . fK+1

...
...

... . . . ...
fL−1 fL fL+1 . . . fN−1




. (1)
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Î÷åâèäíî, ÷òî xij = fi+j−2 è ìàòðèöà X èìååò îäèíàêîâûå ýëå-
ìåíòû íà ¾äèàãîíàëÿõ¿ i + j = const. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðíàÿ
ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ãàíêåëåâûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè L × K è
ðÿäàìè äëèíû N = L + K − 1.

Øàã 2. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Ðåçóëüòàòîì ýòîãî øàãà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (SVD

= Singular Value Decomposition) òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà.
Ïóñòü S = XXT. Îáîçíà÷èì λ1, . . . , λL ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-

ðèöû S, âçÿòûå â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå (λ1 ≥ . . . ≥ λL ≥ 0) è
U1, . . . , UL � îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû S, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.

Ïóñòü d = max{i : λi > 0}. Åñëè îáîçíà÷èòü Vi = XTUi/
√

λi,
i = 1, . . . , d, òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû X ìîæåò áûòü
çàïèñàíî êàê

X = X1 + . . . + Xd, (2)

ãäå Xi =
√

λiUiV
T
i . Êàæäàÿ èç ìàòðèö Xi èìååò ðàíã 1. Ïîýòîìó

èõ ìîæíî íàçâàòü ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.
Íàáîð (

√
λi, Ui, Vi) ìû áóäåì íàçûâàòü i-é ñîáñòâåííîé òðîé-

êîé ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (2).

1.2. Âòîðîé ýòàï: âîññòàíîâëåíèå
Øà ã 3. Ãðóïïèðîâêà

Íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (2) ïðîöåäóðà ãðóïïèðîâêè äåëèò âñå ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , d} íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
I1, . . . , Im.

Ïóñòü I = {i1, . . . , ip}. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà XI ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå I, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

XI = Xi1 + . . . + Xip .

Òàêèå ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ I = I1, . . . , Im, òåì ñàìûì ðàçëî-
æåíèå (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñãðóïïèðîâàííîì âèäå

X = XI1 + . . . + XIm . (3)

Ïðîöåäóðà âûáîðà ìíîæåñòâ I1, . . . , Im è íàçûâàåòñÿ ãðóïïèðîâêîé
ñîáñòâåííûõ òðîåê.
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Øàã 4. Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå
Íà ïîñëåäíåì øàãå áàçîâîãî àëãîðèòìà êàæäàÿ ìàòðèöà ñãðóï-

ïèðîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ (3) ïåðåâîäèòñÿ â íîâûé ðÿä äëèíû N .
Ïóñòü Y � íåêîòîðàÿ L × K ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè yij , ãäå

1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ K. Ïîëîæèì L∗ = min(L,K), K∗ = max(L,K)
è N = L + K − 1. Ïóñòü y∗ij = yij , åñëè L < K, è y∗ij = yji èíà÷å.
Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå ïåðåâîäèò ìàòðèöó Y â ðÿä g0, . . . , gN−1

ïî ôîðìóëå

gk =





1
k + 1

k+1∑
m=1

y∗m,k−m+2 äëÿ 0 ≤ k < L∗ − 1,

1
L∗

L∗∑
m=1

y∗m,k−m+2 äëÿ L∗−1 ≤ k < K∗,

1
N − k

N−K∗+1∑

m=k−K∗+2

y∗m,k−m+2 äëÿ K∗ ≤ k < N.

(4)

Âûðàæåíèå (4) ñîîòâåòñòâóåò óñðåäíåíèþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âäîëü
¾äèàãîíàëåé¿ i + j = k + 2: âûáîð k = 0 äàåò g0 = y11, äëÿ k = 1
ïîëó÷àåì g1 = (y12 +y21)/2 è ò. ä. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà Y ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ðÿäà (h0, . . . , hN−1) (äðó-
ãèìè ñëîâàìè, åñëè ìàòðèöà Y ÿâëÿåòñÿ ãàíêåëåâîé), òî gi = hi äëÿ
âñåõ i.

Ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå (4) ê ðåçóëüòèðóþùèì ìàò-
ðèöàì XIk

, ìû ïîëó÷àåì ðÿäû F̃ (k) = (f̃ (k)
0 , . . . , f̃

(k)
N−1), è, ñëåäî-

âàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä (f0, . . . , fN−1) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó m
ðÿäîâ:

fn =
m∑

k=1

f̃ (k)
n . (5)

1.3. Êîììåíòàðèè ê àëãîðèòìó
Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå áàçîâîãî àëãîðèòìà SSA òðåáóåò íåêîòî-

ðûõ ïîÿñíåíèé. Êîðîòêî ïðîêîììåíòèðóåì øàãè àëãîðèòìà.

1.3.1. Âëîæåíèå
Ïðîöåäóðà âëîæåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæå-

íèå, ïåðåâîäÿùåå îäíîìåðíûé âðåìåííîé ðÿä F = (f0, . . . , fN−1)
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â ìíîãîìåðíûé ðÿä X1, . . . , XK , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ âëîæåíèÿ
Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T ∈ IRL, ãäå K = N − L + 1.

Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì ýòîãî øàãà àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ äëè-
íà îêíà L, öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî 2 ≤ L ≤ N − 1.

Âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé àíàëèçà âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ. Ïîñëå âëîæåíèÿ îäíîìåðíîãî ðÿäà â ìíîãîìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî äàëüíåéøèé àíàëèç çàâèñèò îò öåëè èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñòàíäàðòíîé
ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïàð-
íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåêòîðàìè âëîæåíèÿ Xi è Xj è ïîñëåäóþ-
ùåå âû÷èñëåíèå òàê íàçûâàåìîé êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè ðÿ-
äà. Ýòà ðàçìåðíîñòü ñâÿçàíà ñ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàåìîé ðÿäîì. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïîäõîäå
L äîëæíî áûòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì, à K � î÷åíü áîëüøèì
(ôîðìàëüíî, K →∞).

Åñëè L äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàæäûé
âåêòîð Xi L-âëîæåíèÿ êàê îòäåëüíûé ðÿä è èññëåäîâàòü äèíàìèêó
ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê èñõîäíîãî ðÿäà. Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð
� ýòî õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä ¾ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî¿.

Äðóãîé ïðèìåð ìîæíî ïðåäëîæèòü, åñëè èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿåò-
ñÿ (ëîêàëüíî) ñòàöèîíàðíûì. Òîãäà ìû ìîæåì ðàçëîæèòü êàæäûé
âåêòîð âëîæåíèÿ Xi ïî íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó áàçèñó (íà-
ïðèìåð, áàçèñó ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå èëè âåéâëåò-áàçèñó) è èçó÷àòü
äèíàìèêó òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ìåòîä SSA áëèæå ê äèíàìè÷åñêèì ìåòîäàì è ïàðàìåòð L äîë-
æåí âûáèðàòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû êàæ-
äûé èç âåêòîðîâ L-âëîæåíèÿ ñîäåðæàë â ñåáå ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü
ïîâåäåíèÿ èñõîäíîãî ðÿäà F = (f0, . . . , fN−1).

Ðåçóëüòàòîì ýòîãî øàãà ÿâëÿåòñÿ èìåííî ìàòðèöà X, à íå íàáîð
åå ñòîëáöîâ (âåêòîðîâ âëîæåíèÿ), òàê êàê óïîðÿäî÷åííîñòü ýëåìåí-
òîâ âíóòðè êàæäîãî âåêòîðà, êàê è óïîðÿäî÷åííîñòü ñàìèõ âåêòî-
ðîâ, ñóùåñòâåííà â ìåòîäå SSA.

Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà (1) îáëàäàåò î÷åâèäíûì
ñâîéñòâîì ñèììåòðèè: òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà XT òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöåé òîãî æå ðÿäà (f0, . . . , fN−1) ñ äëèíîé
îêíà, ðàâíîé K = N − L + 1 âìåñòî L.
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1.3.2. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ÷à-

ñòè ìåòîäà. Áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû L×K, íî ãàíêåëåâà ñòðóêòóðà
òðàåêòîðíîé ìàòðèöû äîáàâëÿåò ðÿä îñîáûõ ñâîéñòâ.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà, áîëåå ïîäðîáíî
îïèñàííûå â ïðèëîæåíèè A.

Îïðåäåëèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé
L×K-ìàòðèöû X = [X1 : . . . : XK ] êàê ðàçëîæåíèå X â âèäå

X =
d∑

i=1

√
λiUiV

T
i , (6)

ãäå λi (i = 1, . . . , L) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû S = XXT, óïî-
ðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ,

d = max{i, òàêèå ÷òî λi > 0} = rankX,

{U1, . . . , Ud} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû S è Vi = XTUi/

√
λi.

Â ñòàíäàðòíîé òåðìèíîëîãèè
√

λi íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè
÷èñëàìè; Ui è Vi � ëåâûìè è ïðàâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðà-
ìè ìàòðèöû X ñîîòâåòñòâåííî. Íàáîð (

√
λi, Ui, Vi) íàçûâàåòñÿ i-é

ñîáñòâåííîé òðîéêîé ìàòðèöû X. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû
òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè èñõîäíîãî ðÿäà. Ïîýòî-
ìó ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû òàêæå èìåþò âðåìåííóþ
ñòðóêòóðó è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âðåìåííûå ðÿäû.

Åñëè îïðåäåëèòü Xi =
√

λiUiV
T
i , òî ïðåäñòàâëåíèå (6) ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå (2), ò. e. êàê ïðåäñòàâëåíèå X â âèäå ñóì-
ìû ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííîå ÷èñëî λi ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòèêîé âêëàäà ìàòðèöû Xi â ðàçëîæåíèå.

Òàê êàê ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå èìååò äåëî ñ ìàòðèöåé X
êàê åäèíûì öåëûì, îíî íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâ-
êè åå ñòîëáöîâ X1, . . . , XK . Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî (6) ïîêàçûâàåò,
÷òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè:
V1, . . . , Vd îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ìàòðèöû XTX, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåì æå ñàìûì ñîáñòâåííûì
÷èñëàì λi.
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Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ Ui çàäàåò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ïî-
ðîæäàåìîì ñòîëáöàìè èñõîäíîé ìàòðèöû X. Àíàëîãè÷íî âåêòîðû
Vi çàäàþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìîãî ñòðîêàìè
ìàòðèöû X.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì
ïî áèîðòîãîíàëüíîìó áàçèñó (ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîé çàìå-
íû çíàêà ó ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ è íåêîòîðîé ñâîáîäû â âûáîðå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå � ìèíèìàëüíîå
ðàçëîæåíèå â ñóììó ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö (ðàíãà 1) è îáëàäàåò
ðÿäîì îïòèìàëüíûõ ñâîéñòâ, îïèñàííûõ â ïðèëîæåíèè.

Ñâîéñòâà îïòèìàëüíîñòè è ñòàòèñòè÷åñêèå àíàëîãèè (ñòîëáöû
ìàòðèöû X ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê L-ìåðíàÿ âûáîðêà îáúåìà K)
ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé òåðìèíîëîãèè. Âåêòîðû Ui áóäåì íàçûâàòü
ñîáñòâåííûìè, âåêòîðû Vi � ôàêòîðíûìè, íàïðàâëåíèå, çàäàâà-
åìîå i-ì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Ui � i-ì ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì,
âåêòîð Zi =

√
λiVi, ñîñòàâëåííûé èç ïðîåêöèé âåêòîðîâ Xi íà i-å

ãëàâíîå íàïðàâëåíèå � âåêòîðîì i-õ ãëàâíûõ êîìïîíåíò .

1.3.3. Ãðóïïèðîâêà
Øàã ãðóïïèðîâêè î÷åíü òåñíî ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ðàçäåëèìîñòè

äâóõ ðÿäîâ, ïîäðîáíî îïèñàííûì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ïîýòîìó
êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà ãëàâíûõ ìîìåíòàõ.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì m = 2 è âîçüìåì I1 = I = {i1 . . . , ir} è
I2 = {1, . . . , d} \ I, ãäå 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ d.

Öåëüþ ýòàïà ãðóïïèðîâêè ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå àääèòèâíûõ
êîìïîíåíò ðÿäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìåííîé ðÿä F ðàâåí ñóì-
ìå äâóõ ðÿäîâ, F (1) è F (2), ò. e. fi = f

(1)
i + f

(2)
i äëÿ i = 0, . . . , N − 1.

Çàôèêñèðóåì äëèíó îêíà L è îáîçíà÷èì X, X(1) è X(2) ñîîòâåò-
ñòâóþùèå L-òðàåêòîðíûå ìàòðèöû ðÿäîâ F , F (1) è F (2).

Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (2) òðàåêòîðíîé ìàòðè-
öû X. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿäû F (1) è F (2) (ñëàáî) ðàç-
äåëèìû ðàçëîæåíèåì (2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èíäåêñîâ
I ⊂ {1, . . . , d},÷òî X(1) =

∑
i∈I Xi è, ñëåäîâàòåëüíî, X(2) =

∑
i/∈I Xi.

Â ñëó÷àå ðàçäåëèìîñòè âêëàä X(1), ïåðâîé êîìïîíåíòû â ðàç-
ëîæåíèè X = X(1) + X(2), åñòåñòâåííî âûðàæàåòñÿ êàê äîëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë:

∑
i∈I λi

/∑L
i=1 λi .
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Ïîñìîòðèì íà ïîíÿòèå ðàçäåëèìîñòè ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Çàôèê-
ñèðóåì íàáîð èíäåêñîâ I = I1 è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ðå-
çóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó XI1 . Åñëè ýòà ìàòðèöà è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöà XI2 = X − XI1 ãàíêåëåâû, òî îíè îáÿçàòåëüíî áóäóò ÿâ-
ëÿòüñÿ òðàåêòîðíûìè ìàòðèöàìè íåêîòîðûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êî-
òîðûå ðàçäåëèìû äàííûì ðàçëîæåíèåì (2). Áîëåå òîãî, åñëè ìàò-
ðèöû XI1 è XI2 áëèçêè ïî ñòðóêòóðå ê ãàíêåëåâûì, òî íàéäóòñÿ
òàêèå ðÿäû F (1) è F (2), ÷òî F = F (1) + F (2) è òðàåêòîðíûå ìàòðè-
öû ýòèõ ðÿäîâ áóäóò áëèçêè ê XI1 è XI2 ñîîòâåòñòâåííî (ïðîáëåìà
íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðÿäîâ îáñóæäàåòñÿ íèæå). Â ýòîì ñëó÷àå ìû áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿäû ïðèáëèæåííî ðàçäåëèìû. Òàêèì îáðàçîì,
öåëüþ øàãà ãðóïïèðîâêè (ò. e. ïðîöåäóðû îáúåäèíåíèÿ èíäåêñîâ
â ãðóïïû) ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ íåñêîëüêèõ ãðóïï I1, . . . , Im,
òàêèõ ÷òî ìàòðèöû XI1 , . . . ,XIm

óäîâëåòâîðÿþò (3) è áëèçêè ïî
ñòðóêòóðå ê ãàíêåëåâûì.

Ïðîêîììåíòèðóåì øàã ãðóïïèðîâêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãîìåð-
íîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü X = [X1 : . . . : XK ] � òðàåêòîðíàÿ ìàòðèöà
âðåìåííîãî ðÿäà F , F = F (1) + F (2), è ðÿäû F (1) è F (2) ðàçäåëèìû
ðàçëîæåíèåì (2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçäåëåíèþ ìíîæåñòâà èíäåê-
ñîâ {1, . . . , d} íà I è {1, . . . , d} \ I. Ðàçëîæåíèå (3) ñ m = 2 îçíà÷àåò,
÷òî U1, . . . , Ud, áàçèñ òðàåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà L(L), ðàçáèâàåò-
ñÿ íà äâå ãðóïïû áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâ-
ëåíèþ L(L) êàê ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ (ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ) L(L,1) = L(Ui, i ∈ I) è
L(L,2) = L(Ui, i 6∈ I), ïîðîæäåííûõ Ui, i ∈ I, è Ui, i 6∈ I, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ðàçäåëèìîñòü äâóõ ðÿäîâ F (1) è F (2) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà XI ,
÷üè ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ âëîæåíèÿ X1, . . . , XK

íà ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî L(L,1), � ýòî â òî÷íîñòè òðàåêòîðíàÿ
ìàòðèöà ðÿäà F (1).

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî íåñêîëüêî ôîðìàëüíûõ êðèòåðèåâ ðàçäå-
ëèìîñòè áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ïðîöåäóðó ðàç-
äåëåíèÿ ÷ëåíîâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà ãðóïïû (øàã ãðóïïè-
ðîâêè) òðóäíî ïîëíîñòüþ ôîðìàëèçîâàòü. Ýòà ïðîöåäóðà îñíîâàíà
íà àíàëèçå ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ Ui, Vi è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi â
ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèÿõ (2) è (6). Ïðèíöèïû è ìåòîäû èäåíòè-
ôèêàöèè êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ ïîäðîáíî îïèñàíû â ðàçäåëå 4.

Òàê êàê êàæäàÿ ìàòðè÷íàÿ êîìïîíåíòà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèíãóëÿðíîé òðîé-
êîé, ìû áóäåì ãîâîðèòü î ãðóïïèðîâêå ñîáñòâåííûõ òðîåê, à íå ýëå-
ìåíòàðíûõ ìàòðèö Xi.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñóììû äâóõ ðÿäîâ (m = 2), ðàññìîòðåí-
íîé âûøå, áîëåå åñòåñòâåííî îêàçûâàåòñÿ ãîâîðèòü íå î ðàçäåëåíèè
êîìïîíåíò, à î âûäåëåíèè îäíîé êîìïîíåíòû (íàïðèìåð, â çàäà-
÷å âûäåëåíèÿ ñèãíàëà). Â ýòîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îäíà
ãðóïïà èíäåêñîâ, à èìåííî I.

1.3.4. Äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå
Åñëè êîìïîíåíòû ðÿäà ðàçäåëèìû è ñîáñòâåííûå òðîéêè ñãðóï-

ïèðîâàíû ïðàâèëüíî, òî âñå ìàòðèöû â ðàçëîæåíèè (3) ÿâëÿþòñÿ
ãàíêåëåâûìè è ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå (5) èñõîäíîãî
ðÿäà: äëÿ êàæäîãî k è n, f̃

(k)
n ðàâíÿåòñÿ ëþáîìó èç ýëåìåíòîâ x

(k)
ij

íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè

{(i, j), òàêèå ÷òî i + j = n + 2}
ìàòðèöû XIk

.
Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå ðåàëèñòè÷íà. Â îáùåì

ñëó÷àå, íèêàêàÿ èç ïîáî÷íûõ äèàãîíàëåé íå áóäåò ñîñòîÿòü èç îäè-
íàêîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ôîðìàëü-
íîé ïðîöåäóðå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû â ãàíêåëåâó
è, ñëåäîâàòåëüíî, âî âðåìåííîé ðÿä. Â êà÷åñòâå òàêîé ïðîöåäóðû
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåäóðà äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ, êîòîðàÿ çà-
äàåò çíà÷åíèÿ ðÿäà F̃ (k) êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
XIk

âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.
Òàêàÿ ïðîöåäóðà îáëàäàåò ñâîéñòâîì îïòèìàëüíîñòè: òðàåê-

òîðíàÿ ìàòðèöà Ỹ ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èç íåêîòîðîé ìàòðèöû Y
ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê Y
ïî ìàòðè÷íîé íîðìå (ìàòðè÷íàÿ íîðìà ðàâíÿåòñÿ êîðíþ èç ñóììû
êâàäðàòîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà
Ỹ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû Y ñ ïîìîùüþ ãàíêåëèçàöèè è îáîçíà÷àòü
ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ãàíêåëèçàöèè êàê H.

Ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó ãàíêåëèçàöèè êî âñåì ìàòðè÷íûì êîìïî-
íåíòàì ðàçëîæåíèÿ (3), ìû ïîëó÷èì äðóãîå ðàçëîæåíèå:

X = X̃I1 + . . . + X̃Im , (7)

ãäå X̃Il
= HXIl

.
Ïðàâèëüíûå äëèíà îêíà è ãðóïïèðîâêà ïðèâîäÿò ê ðàçëîæå-

íèþ (3), â êîòîðîì ðåçóëüòèðóþùèå ìàòðèöû XIk
ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè

ãàíêåëåâûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåííîé ðàçäåëèìîñòè.
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Òàê êàê âñå ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (7) ÿâëÿþò-
ñÿ ãàíêåëåâûìè, òî êàæäàÿ ìàòðèöà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âðå-
ìåííîé ðÿä F̃ (k) è ìû, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì (5), ðàçëîæåíèå
èñõîäíîãî ðÿäà.

Ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ F̃ (k) (ò. å. ïîñòðîåíèå
ãðóïïû Ik ïëþñ äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå ìàòðèöû XIk

) áóäåì íà-
çûâàòü âîññòàíîâëåíèåì êîìïîíåíòû ðÿäà F̃ (k) ïî ñîáñòâåííûì
òðîéêàì ñ èíäåêñàìè èç Ik.



2. Ðàçäåëèìîñòü
Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä F ÿâëÿåòñÿ ñóììîé m ðÿäîâ è çàäà÷åé

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ýòèõ ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå áàçîâîãî àë-
ãîðèòìà SSA ìû òàêæå ïîëó÷àåì m ðÿäîâ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, â
êàêèõ ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì òàê âûáðàòü ïàðàìåòð àëãîðèòìà L è
òàê ñãðóïïèðîâàòü ñîáñòâåííûå òðîéêè, ÷òîáû â SSA-ðàçëîæåíèè
ïîëó÷èòü m èñõîäíûõ ðÿäîâ; ò. e. ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü àääèòèâ-
íûå ñîñòàâëÿþùèå ðÿäà F ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ åãî
òðàåêòîðíîé ìàòðèöû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íàì íåîáõîäèìî
ââåñòè ïîíÿòèå ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ.

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Ïóñòü F
(1)
N è F

(2)
N � ðÿäû äëèíû N è FN = F

(1)
N + F

(2)
N . Ïðè

âûáîðå äëèíû îêíà, ðàâíîé L, êàæäûé èç ðÿäîâ F
(1)
N , F

(2)
N è FN

ïîðîæäàåò L-òðàåêòîðíóþ ìàòðèöó: X(1), X(2) è X.
Îáîçíà÷èì L(L,1) è L(L,2) ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåí-

íûå ñòîëáöàìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö X(1) è X(2) ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ L(K,1) è L(K,2) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ ñòîëáöàìè òðàíñïîíèðîâàííûõ ìàòðèö
(X(1))T è (X(2))T, K = N − L + 1 (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè ïîðîæ-
äåíû ñòðîêàìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñëà-

áî L-ðàçäåëèìû (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ïðîñòî ñëàáî ðàçäåëèìû), åñëè
L(L,1) ⊥ L(L,2) è L(K,1) ⊥ L(K,2).

Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ, èëëþñòðèðóþùèå äàííîå îïðåäåëå-
íèå.

Ïîëîæèì F
(1)
N = (f (1)

0 , . . . , f
(1)
N−1) è F

(2)
N = (f (2)

0 , . . . , f
(2)
N−1).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü K = N − L + 1. Ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N

ñëàáî ðàçäåëèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f
(1)
k f (2)

m + . . . + f
(1)
k+L−1f

(2)
m+L−1 = 0, 0 ≤ k,m ≤ K − 1,

f
(1)
k f (2)

m + . . . + f
(1)
k+K−1f

(2)
m+K−1 = 0, 0 ≤ k, m ≤ L− 1.
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Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëàáîé
ðàçäåëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü îòðåçêîâ äëèíû L ðÿäà
F (1) è îòðåçêîâ äëèíû L ðÿäà F (2), à òàêæå îòðåçêîâ äëèíû K
ðÿäà F (1) è îòðåçêîâ äëèíû K ðÿäà F (2).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñëàáî L-ðàçäåëè-

ìû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñèíãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîð-
íûõ ìàòðèö X(1) è X(2):

X(1) =
∑

k

√
λ1k U1kV T

1k, X(2) =
∑

k

√
λ2k U2kV T

2k.

Òîãäà ðàçëîæåíèå

X = X(1) + X(2) =
∑

k

√
λ1k U1kV T

1k +
∑
m

√
λ2m U2mV T

2m

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàçäåëèìîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèå ðÿäà FN = F

(1)
N + F

(2)
N ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñ òî÷êè

çðåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ åãî òðàåêòîðíîé ìàòðèöû X.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñëàáî L-ðàçäåëèìû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé
ìàòðèöû X ðÿäà FN , ÷òî åãî ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, ÿâëÿ-
þùèåñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðàçëîæåíèÿìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö ðÿ-
äîâ F

(1)
N è F

(2)
N .

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòàïà ðàçëîæåíèÿ áàçîâîãî àëãîðèò-
ìà SSA ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðèöû
ðÿäà, êîòîðîå âîâñå íå îáÿçàíî ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçäåëèìîñòè äâóõ
ðÿäîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óñèëèòü ïîíÿòèå ðàçäåëèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñëàáî L-ðàçäåëèìû

è ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû
îäíîãî ðÿäà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñèí-
ãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî ðÿäà (λ1k 6= λ2m äëÿ âñåõ k è m), òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿäû F

(1)
N è F

(2)
N ñèëüíî L-ðàçäåëèìû.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñèëüíî L-ðàçäå-

ëèìû. Òîãäà ëþáîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðè-
öû X ðÿäà FN ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ñèíãó-
ëÿðíûìè ðàçëîæåíèÿìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö ðÿäîâ F

(1)
N è F

(2)
N .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì ñëàáóþ ðàçäå-
ëèìîñòü è îïóñêàòü ñëîâî ¾ñëàáàÿ¿, åñëè íå íóæíî ýòî ïîä÷åðêíóòü.

2.2. Ïðèìåðû ðàçäåëèìîñòè
Ðàññìîòðèì ïðîñòûå òåñòîâûå ïðèìåðû. Â êà÷åñòâå íàáîðà ðÿ-

äîâ âîçüìåì êîíñòàíòíûé ðÿä, ýêñïîíåíòó, ñèíóñ/êîñèíóñ, ýêñïî-
íåíòó, óìíîæåííóþ íà êîñèíóñ, è ïîëèíîì (ëèíåéíóþ ôóíêöèþ).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ðàçäå-
ëèìîñòü ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ýòèõ ðÿäîâ.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì òàáëèöó, â êîòîðîé çíàêîì + îòìå÷åíû ïàðû
ðÿäîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû ôóíêöèé è ïàðàìåòðû
ìåòîäà L è K = N − L + 1, ïðè êîòîðûõ îíè ðàçäåëèìû. Òàáë. 1
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ ðàçäåëèìîñòè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî æåñò-
êèìè.

Òàáëè ö à 1. Òî÷íàÿ ðàçäåëèìîñòü
const cos exp exp cos ak + b

const − + − − −
cos + + − − −
exp − − − + −

exp cos − − + + −
ak + b − − − − −

Ïðèâåäåì ïðèìåðû óñëîâèé è ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïàðû
ðÿäîâ, ïîìå÷åííûå â òàáë. 1 ïëþñàìè, áóäóò ðàçäåëèìû.

Ïðèìåð 2.1. Îòäåëèìîñòü îò êîíñòàíòíîãî ðÿäà
Ðàññìîòðèì êîíñòàíòíûé âðåìåííîé ðÿä F

(1)
N ñ f

(1)
n ≡ c 6= 0,

0 ≤ n ≤N−1. Òîãäà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòäåëè-
ìîñòè îò íåãî ðÿäà F

(2)
N ñëåäóþùèå:

1) Ðÿä F
(2)
N èìååò öåëûé ïåðèîä T ; L/T è K/T � öåëûå;

2) f
(2)
0 + . . . + f

(2)
T−1 = 0.
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Íàïðèìåð, äëÿ f
(2)
n = cos(2πn/T + φ) è äëèíû ðÿäà N , òàêîé

÷òî (N + 1)/T � öåëîå, ðÿä F
(2)
N áóäåò îòäåëèì îò êîíñòàíòû ïðè

âûáîðå äëèíû îêíà L < N , äåëÿùåéñÿ íàöåëî íà T .
Ïðèìåð 2.2. Îòäåëèìîñòü îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðÿäà
Ïóñòü f

(1)
n = eαn. Òîãäà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

îòäåëèìîñòè îò íåãî ðÿäà F
(2)
N ñëåäóþùèå:

1) Ðÿä eαnF
(2)
N èìååò öåëûé ïåðèîä T ; L/T è K/T � öåëûå;

2)
T−1∑
m=0

eαmf
(2)
m = 0.

Íàïðèìåð, äëÿ f
(2)
n = e−αn cos(2πn/T + φ) è äëèíû ðÿäà N ,

òàêîé ÷òî (N +1)/T � öåëîå, ðÿä F
(2)
N áóäåò îòäåëèì îò êîíñòàíòû

ïðè âûáîðå äëèíû îêíà L < N , êðàòíîé T .
Ïðèìåð 2.3. Îòäåëèìîñòü îò ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
Ðàññìîòðèì ðÿä ñ ýëåìåíòàìè f

(1)
n = cos(2πωn + φ), ïðåäïîëî-

æèâ, ÷òî 0 < ω < 1/2 è L,K > 2. Ïîëîæèì T = 1/ω.
Ïðèâåäåì ïðèìåð îòäåëèìîñòè îò ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Ðÿä

f
(2)
n = cos(2πω̃n + φ̃), T̃ = 1/ω̃, îòäåëèì îò ðÿäà F (1), åñëè ω 6= ω̃
è L è K (à ñëåäîâàòåëüíî, è N + 1) äåëÿòñÿ íàöåëî êàê íà T , òàê
è íà T̃ . Åñòåñòâåííî, â êà÷åñòâå âòîðîãî ðÿäà ìîæíî ðàññìîòðåòü è
êîíñòàíòó.

Ïðèìåð 2.4. Îòäåëèìîñòü îò ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé àìïëèòóäîé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f
(1)
n = eαn cos (2πωn + φ). Òîãäà ðÿä ñ îá-

ùèì ÷ëåíîì f
(2)
n = e−αn cos(2πω̃n + φ̃), T̃ = 1/ω̃, îòäåëèì îò ðÿäà

F (1), åñëè ω 6= ω̃ è L è K (à ñëåäîâàòåëüíî, è N +1) äåëÿòñÿ íàöåëî
êàê íà T , òàê è íà T̃ .

Ïðèìåð 2.5. Îòäåëèìîñòü îò ëèíåéíîãî ðÿäà
Ïóñòü f

(1)
n = an+b ñ a 6= 0. Êàê ñëåäóåò èç òàáë. 1, íå ñóùåñòâó-

åò ðÿäà, îòäåëèìîãî îò ëèíåéíîãî. Òàêîé æå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ
è äëÿ ïîëèíîìîâ ñòàðøåé ñòåïåíè.

2.3. Ïðèáëèæåííàÿ è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàçäåëèìîñòü
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, óñëîâèÿ ðàçäåëèìîñòè ÿâëÿþòñÿ

ñëèøêîì æåñòêèìè è âðÿä ëè âûïîëíèìû â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîé ðàçäåëèìîñòè. Òàê
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êàê îïðåäåëåíèå òî÷íîé ðàçäåëèìîñòè ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ îð-
òîãîíàëüíîñòè îòðåçêîâ ðÿäîâ, òî åñòåñòâåííî ââîäèòü îïðåäåëåíèå
ïðèáëèæåííîé ðàçäåëèìîñòè ÷åðåç ìåðó îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ îò-
ðåçêîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ðÿäà FN = (f0, . . . , fN−1) ïî-
ëîæèì

Fi,j = (fi−1, . . . , fj−1), 1 ≤ i ≤ j < N.

Ïóñòü F
(1)
N = (f (1)

0 , . . . , f
(1)
N−1), F

(2)
N = (f (2)

0 , . . . , f
(2)
N−1).

Äëÿ i, j ≥ 1 è M ≤ N − 1−max(i, j) îïðåäåëèì

ρ
(M)
i,j =

(
F

(1)
i,i+M−1, F

(2)
j,j+M−1

)

||F (1)
i,i+M−1|| ||F (2)

j,j+M−1||
(8)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí. Çäåñü ( · , · ) � ýòî
îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, à || · || � åâêëèäîâà íîð-
ìà. Åñëè çíàìåíàòåëü â (8) ðàâåí íóëþ, òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ρ
(M)
i,j = 0.

Çíà÷åíèå ρ
(M)
i,j èìååò ñìûñë êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè

F
(1)
i,i+M−1 è F

(2)
j,j+M−1. Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè âåëè÷èíó

ρ
(M)
i,j íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðÿäû F
(1)
N , F

(2)
N íàçûâàþòñÿ (ñëàáî) ε-ðàç-

äåëèìûìè ïðè äëèíå îêíà L, åñëè

ρ(L,K) def= max
(

max
1≤i,j≤K

|ρ(L)
i,j )|, max

1≤i,j≤L
|ρ(K)

i,j )|
)

< ε, (9)

K = N − L + 1. Åñëè ÷èñëî ε ìàëî, òî ðÿäû íàçûâàþòñÿ ïðèáëè-
æåííî ðàçäåëèìûìè.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ïðèáëèæåííàÿ ðàçäåëèìîñòü ìîæåò âîçíèê-
íóòü, íàïðèìåð, â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) Ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå íåáîëüøîãî èñêàæå-

íèÿ òî÷íî ðàçäåëèìûõ ðÿäîâ.
2) Ðÿäû F

(1)
N è F

(2)
N ðàçäåëèìû, íî ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ

ýòà ðàçäåëèìîñòü èìååò ìåñòî, èñêàæåíû.

18



Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé ðàçäåëèìîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà áåñêîíå÷íûõ âðåìåííûõ ðÿäà, F (1) = (f (1)

0 , . . . , f
(1)
n , . . . )

è F (2) = (f (2)
0 , . . . , f

(2)
n , . . . ). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî N > 2 ðÿäû F

(1)
N è

F
(2)
N ñîñòîÿò èç ïåðâûõ N ÷ëåíîâ ðÿäîâ F (1) è F (2) ñîîòâåòñòâåííî.

Âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí îêîí 1 < L = L(N) < N , ìû
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîð-
ðåëÿöèè ρN = ρ(L(N),K(N)), îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì (9).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Åñëè ρ(L(N),K(N)) → 0 ïðè íåêîòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè L = L(N), N → ∞, òî âðåìåííûå ðÿäû F (1) è
F (2) íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè L(N)-ðàçäåëèìûìè. Åñëè F (1)

è F (2) àñèìïòîòè÷åñêè L(N)-ðàçäåëèìû ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè L(N), òàêîì ÷òî L(N) → ∞ è K(N) → ∞, òî îíè
íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíî àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìûìè èëè ïðîñòî
àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìûìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû àñèìïòîòè÷åñêîé ðàçäåëèìîñòè è îäíîâðå-
ìåííî èññëåäóåì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â (9). Íà÷íåì ñ òàáëèöû, àíà-
ëîãè÷íîé òàáë. 1 (òàáë. 2).

Òàáë èö à 2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàçäåëèìîñòü
const cos exp exp cos ak + b

const − + + + −
cos + + + + +
exp + + + + +

exp cos + + + + +
ak + b − + + + −

Òàáë. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàçäåëèìîñòü èìååò
ìåñòî äëÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêîãî êëàññà ðÿäîâ, ÷åì òî÷íàÿ ðàçäå-
ëèìîñòü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå â îäíîé ñóììå ðÿäîâ
àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìî ñî âñåìè ñëàãàåìûìè äðóãîé ñóììû, òî
ñóììû òàêæå áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìû.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû óñëîâèÿ è ñêîðîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé ðàç-
äåëèìîñòè.

Â çàãîëîâêàõ ñòðîê è ñòîëáöîâ òàáëèöû ïðèâåäåí âèä k-ãî
÷ëåíà ðÿäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α 6= 0, β 6= 0, ω1 ∈ (0, 0.5] è
ω2 ∈ (0, 0.5]. Â ÿ÷åéêàõ òàáëèöû ïðèâåäåíû ïîðÿäêè ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ê íóëþ ìàêñèìàëüíûõ êîððåëÿöèé, îïðåäåëåííûõ â (9),
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Òàáë èö à 3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàçäåëèìîñòü
const cos(2πω2k) exp(βk)

const − 1/ min(L,K) 1/
√

min(L,K)

cos(2πω1k) 1/ min(L, K) 1/ min(L,K) 1/
√

min(L,K)
(ω1 6= ω2)

exp(αk) 1/
√

min(L, K) 1/
√

min(L,K) e−C min(L,K)

(αβ < 0)

ïðè L è K, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â äâóõ ÿ÷åéêàõ â ñêîá-
êàõ ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé ðàçäåëèìîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëèíî-
ìà ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ êîíñòàíòû, òàêæå îäèíàêîâûå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ýêñïîíåíòû è êîñèíóñà ñ àìïëèòóäîé,
ìåíÿþùåéñÿ ïî ýêñïîíåíòå.

Êðîìå ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè, äëÿ íåáîëüøèõ L è K âàæíóþ ðîëü
ìîãóò èãðàòü ïàðàìåòðû ðÿäîâ.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà:
1. f

(1)
n = const, f

(2)
n = eαn. Åñëè âåëè÷èíà |α| áëèçêà ê íóëþ, òî

èñòèííûé ïîðÿäîê (9) èìååò âèä (|α|min(L,K))−1/2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷åì ìåíüøå α, òåì áîëüøå äîëæíû áûòü L è K.

2. f
(1)
n = cos(2πω1n), f

(2)
n = cos(2πω2n). Åñëè ÷àñòîòû ω1 è

ω2 áëèçêè, òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè èìååò âèä C|ω1−ω2|/ min(L,K).
Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå ÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ, òåì õóæå
îíè ðàçäåëÿþòñÿ.

2.4. Ðàçäåëèìîñòü ñèãíàëà è øóìà
Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè øóì ñêîðåå êàê äåòåðìèíèðîâàííóþ

ñîñòàâëÿþùóþ ðÿäà (íàïðèìåð, ñóììó ãàðìîíèê ñ áëèçêèìè àì-
ïëèòóäàìè).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò, äåìîíñòðèðóþùèé êàê ìîæíî íà âåðîÿò-
íîñòíîì ÿçûêå ââåñòè ïîíÿòèå (àñèìïòîòè÷åñêîé) ðàçäåëèìîñòè.

Ïóñòü (Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü F (1),
F (2) � äâå áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
L = L(N), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρ(L,K), îïðå-
äåëåííàÿ â (9), (8), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè N →∞,
òî ìû áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F (1) è F (2)

ñòîõàñòè÷åñêè ðàçäåëèìûìè.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà F (1) � íåñëó-
÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (¾ñèãíàë¿), à F (2) � ÷èñòî ñëó÷àéíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (¾øóì¿).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àé, êîãäà F (2) = (f (2)
1 , f

(2)
2 , . . .) �

ãàóññîâñêèé áåëûé øóì, ò. e. f
(2)
i � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå âåëè÷èíû, èìåþùèå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íó-
ëåâûì ñðåäíèì.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ëþáîé áåñêîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé
ðÿä F (1) ñòîõàñòè÷åñêè îòäåëèì îò ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà
F (2), åñëè L,K →∞ è L/K → a > 0.

2.5. Ðàçäåëèìîñòü è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ, íî äîñòàòî÷íî äëèííûõ ðÿäîâ óäîá-

íûì (îñîáåííî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ) ÿâëÿåòñÿ ÿçûê ðàçëîæåíèÿ
Ôóðüå. Ïóñòü FN = (f0, . . . , fN−1) � ðÿä äëèíû N .

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ðàçëîæåíèå

fn = c0 +
[N/2]∑

k=1

(
ck cos(2πn k/N) + sk sin(2πn k/N)

)
, (10)

ãäå 0 ≤ n < N è sN/2 = 0 äëÿ ÷åòíîãî N , íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì
Ôóðüå ðÿäà FN .

Òàê êàê íóëåâîé ÷ëåí c0 ðàâíÿåòñÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ðÿäà,
òî äëÿ öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà îí ðàâåí íóëþ.

Ðàçëîæåíèå (10) � ýòî ðàçëîæåíèå ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó.
Â äðóãîé ôîðìå (ïóñòü N � ÷åòíîå) îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

fn = c0 +
[(N−1)/2]∑

k=1

√
c2
k + s2

k cos(2πn k/N + ϕk) + cN/2(−1)k.
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò c0 óìíîæàåòñÿ íà êîñèíóñ ñ ÷à-
ñòîòîé 0, à cN/2 � íà êîñèíóñ ñ ÷àñòîòîé 0.5.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïåðèîäîãðàììû êàê îáúåêòà, õàðàêòåðèçóþ-
ùåãî âêëàä ÷àñòîò â ðàçëîæåíèå Ôóðüå ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïåðèîäîãðàììîé ðÿäà FN = (f0, . . . , fN−1)
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ΠN

f , êîòîðàÿ çàäàíà íà ìíîæåñòâå ÷àñòîò
{k/N, k = 0, ...[N/2]} ôîðìóëîé

ΠN
f (k/N) =

N

2





2c2
0 äëÿ k = 0,

c2
k + s2

k äëÿ 0 < k < N/2,
2c2

N/2 äëÿ k = N/2.
(11)

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè ÷åòíîì N .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå Ôóðüå (10) äâóõ ðÿäîâ F (1) è
F (2) äëèíû N è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû c

(j)
k è

s
(j)
k , j = 1, 2. Îáîçíà÷èì

dk =

{
c
(1)
k c

(2)
k + s

(1)
k s

(2)
k äëÿ k 6= 0 è N/2,

2c
(1)
k c

(2)
k äëÿ k = 0 èëè N/2,

Ïðåäëîæåíèå 2.5. 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðÿäîâ èìå-
åò âèä

(
F (1), F (2)

) def=
N−1∑

k=0

f (1)
n f (2)

n =
N

2

[N/2]∑

k=0

dk.

2. Íîðìà ||F || =
√

(F, F ) ðÿäà (10) èìååò âèä

||F ||2 =
[N/2]∑

k=0

ΠN
f (k/N). (12)

Ðàâåíñòâî (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå (11) ïåðèîäîãðàììû â
òî÷êå k/N îïèñûâàåò âêëàä ãàðìîíè÷åñêîé êîìïîíåíòû ñ ÷àñòîòîé
ω = k/N â ñóììó (10). Áîëåå òîãî, (12) îáúÿñíÿåò êîýôôèöèåíò
N−1 â îïðåäåëåíèè ïåðèîäîãðàììû.
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Îïðåäåëåíèå 2.8. Çíà÷åíèå ΠN
f (k/N) íàçûâàåòñÿ ìîùíîñ-

òüþ ÷àñòîòû k/N . Íàáîð ÷àñòîò ωk = k/N ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìîù-
íîñòÿìè áóäåì íàçûâàòü íîñèòåëåì ïåðèîäîãðàììû. Åñëè íîñèòåëü
ïåðèîäîãðàììû ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó [a, b], òî ýòîò
èíòåðâàë áóäåì íàçûâàòü äèàïàçîíîì ÷àñòîò ïåðèîäîãðàììû.

Òàê êàê ðàçäåëèìîñòü ðÿäîâ îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ îðòîãî-
íàëüíîñòè èõ îòðåçêîâ, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðÿäîâ ìîæåò
áûòü âûðàæåíî ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå, òî ìîæíî
ïîñìîòðåòü íà ïîíÿòèå ðàçäåëèìîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëîæåíèÿ
Ôóðüå è ïåðèîäîãðàìì.

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðàçäåëèìîñòè äâóõ
ðÿäîâ. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, FN = F

(1)
N +F

(2)
N � âðåìåííîé ðÿä äëèíû

N , L � äëèíà îêíà, K = N − L + 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Åñëè íîñèòåëè ïåðèîäîãðàìì îòðåçêîâ
ðÿäà F

(1)
N äëèíû L íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íîñèòåëÿìè ïåðèîäîãðàìì

îòðåçêîâ ðÿäà F
(2)
N äëèíû L è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåä-

ëèâî äëÿ îòðåçêîâ ðÿäîâ äëèíû K, òî ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N ñëàáî ðàç-

äåëèìû.

Ïîñìîòðèì ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ íà (äîñòàòî÷íîå) óñëîâèå ðàç-
äåëèìîñòè äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïåðèîäàìè T1

è T2: åñëè

L = k1T1 = k2T2, K = m1T1 = m2T2

ñ öåëûìè k1, k2, m1,m2, òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà i-ãî ðÿäà (i = 1, 2)
äëèíû L åãî ïåðèîäîãðàììà ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ÷àñòîòó ω

(L)
i =

1/ki ñ íåíóëåâîé ìîùíîñòüþ. Äëÿ ïåðèîäîãðàìì îòðåçêîâ ðÿäîâ
äëèíû K ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñ ïîëîæèòåëüíîé
ìîùíîñòüþ èìååò âèä ω

(K)
i = 1/mi. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëî-

æåíèÿ 2.6 â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíû.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïåðèîäîãðàììû äàþò

òîëüêî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçäåëèìîñòè.

Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü N = 399, a = 1.005, T = 200 è ÷ëåíû
ðÿäîâ F (1) è F (2) èìåþò âèä

f (1)
n = a−n, f (2)

n = an cos(2πn/T ).
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Òîãäà âûáîð äëèíû îêíà L = 200 (ñëåäîâàòåëüíî, K = 200) ïðèâî-
äèò ê òî÷íîé ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ, îäíàêî íîñèòåëè ïåðèîäîãðàìì
îòðåçêîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðÿäà ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêóþ ðàçäåëèìîñòü ðÿäîâ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïåðèîäîãðàìì.

Ââåäåì ìåðó ñïåêòðàëüíîé îðòîãîíàëüíîñòè ðÿäîâ F
(1)
N è F

(2)
N .

Îïðåäåëåíèå 2.9. Âåëè÷èíó

ρ
(Π)
12

def=

√
ΠN

f1
(k/N)ΠN

f2
(k/N)

√
[N/2]∑
k=0

ΠN
f1

(k/N)

√
[N/2]∑
k=0

ΠN
f2

(k/N)

(13)

áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ðÿäîâ
F

(1)
N è F

(2)
N .

Ñïåêòðàëüíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè (13) èìååò ñìûñë ìå-
ðû ñïåêòðàëüíîé îðòîãîíàëüíîñòè äâóõ ðÿäîâ. Ïî ìîäóëþ îí âñåãäà
íå ìåíüøå îáû÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñ-
ëè îí ðàâåí íóëþ, òî ðÿäû îðòîãîíàëüíû.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Åñëè ñïåêòðàëüíûå êîýôôèöèåíòû êîð-
ðåëÿöèè îòðåçêîâ ðÿäà F (1) äëèíû L = L(N) è îòðåçêîâ ðÿäà F (2)

äëèíû L ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè N →∞ è àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ îòðåçêîâ ðÿäîâ äëèíû K = K(N),
òî ðÿäû F (1) è F (2) àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìû.

Òàê êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ F ïåðèîäîãðàì-
ìû èõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ FN â íåêîòîðîì ñìûñëå ñõîäÿòñÿ ïðè
N → ∞ ê ñïåêòðàëüíîé ìåðå ðÿäà F , òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Åñëè íîñèòåëè ñïåêòðàëüíûõ ìåð äâóõ
ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòè ðÿäû áóäóò àñèìï-
òîòè÷åñêè ðàçäåëèìû ïðè L →∞ è K →∞.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.8 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ ðàçäåëèìîñòü äâóõ ãàðìîíèê ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè.
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2.6. Ìåðû ðàçäåëèìîñòè. Âçâåøåííàÿ êîððåëÿöèÿ.
Âûøå ìû ïîñòðîèëè äâå ìåðû ðàçäåëèìîñòè, íàáîð îáû÷íûõ

êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè è íàáîð ñïåêòðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
êîððåëÿöèè ìåæäó îòðåçêàìè ðÿäîâ. Ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ îáû÷-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìåæäó ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöàìè
è ñòðîêàìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö îäíîãî è äðóãîãî ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëàáîé ðàçäåëèìîñòè. Ðàâåí-
ñòâî íóëþ âñåõ ñïåêòðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìåæäó
ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè òðàåêòîðíûõ ìàòðèö ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëàáîé ðàçäåëèìîñòè.

Ââåäåì åùå îäíî óñëîâèå ðàçäåëèìîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèøü
íåîáõîäèìûì, íî îíî î÷åíü ïðîñòîå è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

Ïóñòü L∗ = min(L,K) è K∗ = max(L,K). Ââåäåì âåñà

wi =





i + 1 äëÿ 0 ≤ i ≤ L∗ − 1,
L∗ äëÿ L∗ ≤ i < K∗,
N − i äëÿ K∗ ≤ i ≤ N − 1.

(14)

Îïðåäåëèì âçâåøåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ F
(1)
N è F

(2)
N

äëèíû N êàê

(
F

(1)
N , F

(2)
N

)
w

def=
N−1∑

i=0

wif
(1)
i f

(2)
i . (15)

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ðÿäû F
(1)
N è F

(2)
N íàçûâàþòñÿ w-îðòîãî-

íàëüíûìè ïðè äëèíå îêíà, ðàâíîé L, åñëè
(
F

(1)
N , F

(2)
N

)
w

= 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Åñëè äâà ðÿäà ðàçäåëèìû ïðè äëèíå îêíà,
ðàâíîé L, òî îíè w-îðòîãîíàëüíû.

Âåñà (14) ïîÿâëÿþòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçäåëèìîñòü âûðàæà-
åòñÿ â òåðìèíàõ òðàåêòîðíûõ ìàòðèö ðÿäîâ, íî ýëåìåíòû ðÿäîâ
âõîäÿò â òðàåêòîðíóþ ìàòðèöó â ðàçíîì êîëè÷åñòâå � i-é ýëåìåíò
ðÿäà ïîâòîðÿåòñÿ â òðàåêòîðíîé ìàòðèöå wi ðàç. Âåñà wi â ñêà-
ëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (15) èìåþò ôîðìó òðàïåöèè. Åñëè L ìàëî ïî
îòíîøåíèþ ê N , òî ïî÷òè âñå âåñà ðàâíû. Åñëè L ≈ N/2, òî âëèÿíèå
êðàéíèõ ýëåìåíòîâ ðÿäà ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì âêëàä öåíòðàëüíûõ
òî÷åê ðÿäà.
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2.7. Ñèëüíàÿ ðàçäåëèìîñòü
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè óñëîâèÿ ñëàáîé ðàçäåëèìîñòè

ðÿäîâ. Ê ñîæàëåíèþ, îòñóòñòâèå ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè ïðè íàëè-
÷èè ñëàáîé äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ðàçäåëåíèå ýòèõ äâóõ
ðÿäîâ. Èç-çà ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òîò âàðèàíò ñèíãó-
ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, êîòîðûé èìååò ìåñòî íà ïðàêòèêå, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå áóäåò ðàçäåëÿòü ðÿäû.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ýôôåêò îòñóòñòâèÿ
ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè.

Ïðèìåð 2.7. Ñëàáàÿ è ñèëüíàÿ ðàçäåëèìîñòü
Ïóñòü N = 3, L = K = 2 è ðàññìîòðèì ðÿäû

F (1) = (1,−a, a2), F (2) = (1, a−1, a−2), a 6= 0.

Òîãäà òðàåêòîðíûå ìàòðèöû X(1) è X(2) áóäóò èìåòü âèä

X(1) =
(

1 −a
−a a2

)
, X(2) =

(
1 a−1

a−1 a−2

)
.

Ñëàáàÿ ðàçäåëèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî. Â òî æå âðåìÿ, ìàò-
ðèöû X(1)(X(1))T è X(2)(X(2))T èìåþò òîëüêî îäíî ïîëîæèòåëüíîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî è ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö X(1) è X(2) çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå

√
λ(1) = 1 + a2 è

√
λ(2) = 1 + a−2

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî a 6= 1 ðÿäû F (1) è F (2)

ñèëüíî ðàçäåëèìû, íî ïðè a = 1 ñèëüíàÿ ðàçäåëèìîñòü òåðÿåòñÿ è
îñòàåòñÿ òîëüêî ñëàáàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a 6= 1, òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåê-
òîðíîé ìàòðèöû X ðÿäà F (1) + F (2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî:

X =
(

2 −a + a−1

−a + a−1 a2 + a−2

)
=

= (1 + a2)U1V
T
1 + (1 + a−2)U2V

T
2 = X(1) + X(2) ,

ãäå U1 = V1 = (1,−a)T/
√

(1 + a2) è U2 =V2 =(1, a−1)T/
√

(1 + a−2).
Â òî æå âðåìÿ, êîãäà a = 1, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñèí-

ãóëÿðíûõ ðàçëîæåíèé ìàòðèöû X:

X =
(

2 0
0 2

)
= 2 U1V

T
1 + 2 U2V

T
2 ,
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ãäå {U1, U2} � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â IR2, à
âåêòîðû V1 è V2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê V1 = XTU1/2 è V2 = XTU2/2.
Èç âñåõ òàêèõ ðàçëîæåíèé òîëüêî îäíî ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì. Îíî
ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó U1 = (1, 1)T/

√
2 è U2 = (1,−1)T/

√
2. Òîëüêî

òàêîå ðàçëîæåíèå äàåò òðåáóåìîå ðàçäåëåíèå X = X(1) + X(2).

Íà ïðàêòèêå íåäîñòàòîê ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè (ïðè íàëè÷èè
ñëàáîé, ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêîé, ðàçäåëèìîñòè) ïðîÿâëÿåòñÿ,
êîãäà ìàòðèöà XXT èìååò áëèçêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ÷òî ïðèâî-
äèò ê íåóñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèÿ êîíêðåòíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñóììû äâóõ ãàð-
ìîíèê ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè, íî îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå âñå 4 íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè
ðàâíû ïðè L è K, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äðóãèì ïðèìåðîì
ÿâëÿåòñÿ ñóììà òðåíäà ñëîæíîé ôîðìû è ãàðìîíèêè. Òîãäà òðåíä
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ è âêëàä îäíîé èç
ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ìîæåò ñîâïàñòü ñ âêëàäîì ãàðìîíèêè.



3. Ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûå ðÿäàìè
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî FN = F

(1)
N +F

(2)
N è èçâåñòíî, ÷òî ðÿäû F

(1)
N è

F
(2)
N ðàçäåëèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ðÿäà

FN ÷àñòü ñëàãàåìûõ îòíîñèòñÿ ê ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ ðÿäà
F

(1)
N , à îñòàëüíûå � ê ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ ðÿäà F

(2)
N .

Âàæíûé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìå-
íåíèè ìåòîäà, ñîñòîèò â òîì, ñêîëüêî ñëàãàåìûõ îòíîñèòñÿ ê ïåðâî-
ìó ðÿäó è êàê èõ èäåíòèôèöèðîâàòü. À ýòîò âîïðîñ, â ñâîþ î÷åðåäü,
ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ðàçìåðíîñòè è ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæ-
äàåìûõ âðåìåííûìè ðÿäàìè (èëè èõ êîìïîíåíòàìè).

3.1. Ðÿäû êîíå÷íîãî ðàíãà
Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä FN = (f0, . . . , fN−1) ñ N ≥ 3 è çà-

ôèêñèðóåì äëèíó îêíà L (1 < L < N).
Êàê è ðàíüøå, â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû âëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ âëîæåíèÿ:

X
(L)
i = Xi = (fi−1, . . . , fi+L−2)T, i = 1, . . . , K,

L(L) = L(L)(FN ) def= span(X1, . . . , XK) � òðàåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðÿäà FN .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü 0 ≤ d ≤ L. Åñëè dim L(L) = d, òî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN èìååò L-ðàíã d è çàïèñûâàòü ýòî êàê
rankL(FN ) = d. Äëÿ íóëåâîãî ðÿäà ïîëîæèì dim L(L) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî rankL(FN ) = d ìîæåò áûòü ñïðàâåä-
ëèâûì, òîëüêî åñëè

d ≤ min(L,K). (16)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì d áóäåì íàçûâàòü L, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
óñëîâèå (16), äîïóñòèìûì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëèíà îêíà, ðàâíàÿ
L, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òî è äëèíà îêíà, ðàâíàÿ N −L + 1, òàêæå
äîïóñòèìà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Åñëè ðàâåíñòâî rankL(FN ) = d < N/2 èìå-
åò ìåñòî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî L, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä FN

èìååò ðàíã d (rank(FN ) = d). Åñëè òàêîå d ñóùåñòâóåò, òî ðÿä FN

áóäåì íàçûâàòü ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè íåíóëåâîé ðÿä F
(1)
N îòäåëèì îò íå-

íóëåâîãî ðÿäà F
(2)
N ïðè äëèíå îêíà L, òî rankL(F (i)

N ) < min(L, K),
i = 1, 2.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. 1.
rankL(FN ) = rankX = rankXXT = rankXTX.

2. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
{Ui}d

i=1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñ-
ëàì λ1 ≥ . . . ≥ λd ìàòðèöû XXT, ñîñòàâëÿåò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L(L).

3. Ðàíã rankL(FN ) ðàâíÿåòñÿ ïîðÿäêó (÷èñëó íåíóëåâûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë) ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðè-
öû X.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ìíîæåñòâî ðÿäîâ êîíå÷íî-
ãî ðàíãà.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ëþáîé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ïðîèçâåäåíèé ïîëèíîìîâ, ýêñïîíåíò è êîñèíóñîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî ðàíãà.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé â îáå ñòîðîíû âðåìåííîé ðÿä F =
(. . . , f−1, f0, f1, . . .). Äëÿ íåãî ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íîå îïðå-
äåëåíèå ðàíãà êàê ðàíãà òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðÿä F
óïðàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé ðàçìåðíîñòè d, åñëè
íàéäóòñÿ òàêèå êîýôôèöèåíòû a1, . . . , ad, ÷òî äëÿ ëþáîãî i

fi+d =
d∑

k=1

ak fi+d−k, ad 6= 0. (17)

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ëþáîé áåñêîíå÷íûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
êîíå÷íîãî ðàíãà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óïðàâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé ðàçìåðíîñòè d.

3.2. Ïðèìåðû ðÿäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà è
õàðàêòåðèñòèêè èõ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðÿäîâ êîíå÷íîãî ðàíãà, èõ ðàíã, à òàêæå
âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ.
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3.2.1. Ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííûé ãàðìîíè÷åñêèé
ðÿä

Ðàññìîòðèì ðÿä FN ñ

fn = Aeαn cos(2πωn + φ), (18)

ω ∈ [0, 1/2], φ ∈ [0, 2π) è îáîçíà÷èì T = 1/ω. Â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ òàêîé ðÿä èìååò ðàíã ëèáî 1 ëèáî 2.

1. Ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ ÷à-
ñòîòîé ω ∈ (0, 1/2)

Åñëè ω ∈ (0, 1/2), òî äëÿ ëþáûõ L ≥ 2 è N ≥ L+1 ñèíãóëÿðíîå
ðàçëîæåíèå òðàêòîðíîé ìàòðèöû èìååò äâà ÷ëåíà (ðÿä ðàíãà 2).
Îáà ñîáñòâåííûõ (è ôàêòîðíûõ) âåêòîðà èìåþò òàêóþ æå ôîðìó
(18) ñ òîé æå ñàìîé ÷àñòîòîé ω è ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû α.

Åñëè α ≤ 0, òî ïðè L,K →∞ îáà íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà
áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû.

2. Ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííûé ïèëîîáðàçíûé ðÿä ñ ÷à-
ñòîòîé ω = 1/2

Åñëè ω = 1/2 è sin φ 6= 0, òî fn ïðîïîðöèîíàëüíî (−eα)n. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì L ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü îäèí
÷ëåí. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé è ôàêòîðíûé âåêòîðû áóäóò
èìåòü òàêóþ æå ïèëîîáðàçíóþ ôîðìó, êàê è èñõîäíûé ðÿä.

3. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðÿä (ω = 0)
Åñëè ω = 0 è cos φ 6= 0, òî fn ïðîïîðöèîíàëüíî eαn è ìû èìååì

äåëî ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðÿäîì. Äëÿ ëþáûõ N è L ðàíã ðÿäà ðà-
âåí 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé è ôàêòîðíûé âåêòîðû áóäóò
èìåòü òàêóþ æå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôîðìó, êàê è èñõîäíûé ðÿä ñ
òåì æå ïîêàçàòåëåì α.

4. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (α = 0)
Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííîãî ãàðìî-

íè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîýòîìó ðàíã ðÿäà ðàâåí 2 ïðè ω < 1/2 è ðàâåí 1
ïðè ω = 1/2. Ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíèêàìè ñ òîé
æå ÷àñòîòîé ω. Åñëè ω < 1/2, à K è L äåëÿòñÿ íàöåëî íà T = 1/ω,
òî îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ñîâïàäàþò. Åñëè Lω (Kω) � öåëîå, òî
ôàçû ïàðû ñîáñòâåííûõ (ôàêòîðíûõ) âåêòîðîâ â ñèëó îðòîãîíàëü-
íîñòè áóäóò îòëè÷àòüñÿ íà π/2. Ïîýòîìó èõ ýëåìåíòû â ýòîì ñëó÷àå
èìåþò âèä C cos(2πωn + φ̃) è C sin(2πωn + φ̃).
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3.2.2. Ïîëèíîì
Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíûé ðÿä FN ñ

fn =
m∑

k=0

aknk, am 6= 0.

Åñëè FN ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè m, òî ïîðÿäîê ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (è ðàíã ðÿäà) ïðè L ≥ m + 1
è N ≥ L + m ðàâíÿåòñÿ m + 1 è âñå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé m. Â ÷àñòíîñòè,
ëèíåéíûé ðÿä èìååò ðàíã, ðàâíûé 2, è äâà ëèíåéíûõ ñîáñòâåííûõ
(è ôàêòîðíûõ) âåêòîðû.



4. Âûáîð ïàðàìåòðîâ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ðîëü ïàðàìåòðîâ áàçîâîãî ìåòîäà

SSA è ïðèíöèïû èõ âûáîðà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâà-
åìûé ðÿä ñîñòîèò èç ìåäëåííî ìåíÿþùåãîñÿ òðåíäà, êîëåáàòåëüíûõ
êîìïîíåíò è øóìà.

Êîíå÷íî, âûáîð ïàðàìåòðîâ çàâèñèò îò äàííûõ è îò òîãî, êà-
êóþ çàäà÷ó àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà íóæíî ðåøèòü. Îáñóäèì çà-
äà÷ó âûáîðà ïàðàìåòðîâ äëÿ íåêîòîðûõ îñíîâíûõ çàäà÷.

Â áàçîâîì ìåòîäå SSA åñòü äâà ïàðàìåòðà. Ïåðâûé � ýòî öåëîå
L, äëèíà îêíà, à âòîðîé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì � ýòî
ñïîñîá ãðóïïèðîâêè ñîáñòâåííûõ òðîåê (êîìïîíåíò ñèíãóëÿðíîãî
ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà).

4.1. Ãðóïïèðîâêà
Ïóñòü äëèíà îêíà L ôèêñèðîâàíà è ìû óæå èìååì ñèíãóëÿð-

íîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðèöû èñõîäíîãî ðÿäà. Òîãäà ñëå-
äóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-
æåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (ïðèáëèæåííî) ðàçäåëèìûì ïðè äàííîì
L ñîñòàâëÿþùèì ðÿäà (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðèáëèæåííàÿ ðàçäåëè-
ìîñòü èìååò ìåñòî).

4.1.1. Îáùèå ïðàâèëà ãðóïïèðîâêè
1. Åñëè ìû âîññòàíîâèëè êîìïîíåíòó ðÿäà òîëüêî ñ ïîìîùüþ

îäíîé ñîáñòâåííîé òðîéêè è îáà ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðû èìå-
þò ïîõîæóþ ôîðìó, òî âîññòàíîâëåííàÿ êîìïîíåíòà áó-
äåò èìåòü ïðèìåðíî òàêóþ æå ôîðìó. Ýòî ïðàâèëî îçíà-
÷àåò, ÷òî, èìåÿ äåëî ñ åäèíñòâåííîé ñîáñòâåííîé òðîéêîé, ÷à-
ñòî ìîæíî ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåí-
òû âðåìåííîãî ðÿäà. Íàïðèìåð, åñëè îáà ñèíãóëÿðíûõ âåêòî-
ðà ñîáñòâåííîé òðîéêè ïîõîæè íà ëèíåéíûå ðÿäû, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðÿäà òàêæå áóäåò áëèçêîé ê ëè-
íåéíîé. Åñëè ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ôîðìó, òî è êîìïîíåíòà ðÿäà áóäåò òàêîé æå. Ìîíîòîííûå
ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò ìîíîòîííîé êîìïîíåí-
òå ðÿäà. Ñèíóñîèäàëüíûå âåêòîðû ïîðîæäàþò ãàðìîíè÷åñêóþ
ñîñòàâëÿþùóþ ðÿäà.

2. Åñëè L ¿ K, òî ôàêòîðíûé âåêòîð â ñîáñòâåííîé òðîéêå
áîëåå ïîõîæ íà âîññòàíîâëåííóþ êîìïîíåíòó ðÿäà, ÷åì ñîá-

32



ñòâåííûé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåä-
ñêàçàòü ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà âèäå ôàê-
òîðíîãî âåêòîðà.

3. Åñëè âîññòàíîâèòü ðÿä ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ñîáñòâåííûõ
òðîåê, ñ îäíèì è òåì æå äèàïàçîíîì ÷àñòîò [a, b] ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, òî íîñèòåëü ïåðèîäîãðàì-
ìû âîññòàíîâëåííîãî ðÿäà áóäåò òàêæå â îñíîâíîì ïðèíàä-
ëåæàòü îòðåçêó [a, b].

4. ×åì áîëüøå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå â ñîáñòâåííîé òðîéêå,
òåì áîëüøå âêëàä ñîîòâåòñòâóþùåé âîññòàíîâëåííîé êîì-
ïîíåíòû ðÿäà. Ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà-
÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî âêëàäà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷.

4.1.2. Ãðóïïèðîâêà äëÿ âûäåëåíèÿ òðåíäà è ñãëàæèâàíèÿ
1. Òðåíäû
Ñîãëàñíî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, òðåíäîì ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî

ìåíÿþùàÿñÿ êîìïîíåíòà ðÿäà, íå ñîäåðæàùàÿ êîëåáàòåëüíûõ êîì-
ïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä ñîñòîèò òîëüêî èç òðåíäà. Òîãäà
íåñêîëüêî ïåðâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ áóäóò òàêæå ìåäëåííî ìå-
íÿòüñÿ. Ïðèìåðîì òîìó ñëóæàò ýêñïîíåíöèàëüíûé èëè ïîëèíîìè-
àëüíûé òðåíäû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ðÿä F , äëÿ êîòîðîãî ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî åãî òðåíä (ïðèáëèæåííî) ñèëüíî îòäåëèì îò äðóãèõ
êîìïîíåíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ òðîåê ðÿäà F ìîæ-
íî âûäåëèòü òå, êîòîðûå ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðåíäà.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçâëå÷ü òðåíä èç ðÿäà, íóæíî ñîáðàòü
âñå ñîáñòâåííûå òðîéêè ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ñèíãóëÿðíûìè
âåêòîðàìè.

Ïîðÿäêîâûå íîìåðà òàêèõ ñîáñòâåííûõ òðîåê çàâèñÿò íå òîëü-
êî îò ñàìîãî òðåíäà F (1), íî òàêæå è îò îñòàòêà F (2) = F−F (1). Ðàñ-
ñìîòðèì äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòü ðÿä
F èìååò ñèëüíóþ ÿðêî-âûðàæåííóþ òåíäåíöèþ F (1) ñ îòíîñèòåëüíî
íåáîëüøîé êîëåáàòåëüíî-øóìîâîé êîìïîíåíòîé F (2). Òîãäà áîëü-
øèíñòâî ñîáñòâåííûõ òðîåê, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåíäó, áóäåò èìåòü
ïåðâûå ïîçèöèè â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè òðàåêòîðíîé ìàòðèöû
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âñåãî ðÿäà. Êîíå÷íî, íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ òðîåê áóäóò èìåòü
ìåíüøèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, îñîáåííî åñëè òðåíä èìååò ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó.

Â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè ðàññìîòðèì ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ
ñóììîé áîëüøèõ êîëåáàíèé íà óðîâíå ñëàáîé îáùåé òåíäåíöèè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïåðâûå ñîáñòâåííûå òðîéêè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êî-
ëåáàíèÿì.

2. Ñãëàæèâàíèå
Çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ ïîäîáíà çàäà÷å èçâëå÷åíèÿ òðåíäà. Åå

îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ìîæåì ñãëàæèâàòü ëþáîé ðÿä,
äàæå òîò, êîòîðûé íå èìååò î÷åâèäíîé òðåíäîâîé ñîñòàâëÿþùåé.
Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ðÿäà äîñòàòî÷íî ñîáðàòü âñå ñîáñòâåííûå òðîéêè
ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè. Â ñëó÷àå ñòà-
öèîíàðíîãî ðÿäà ñ óáûâàþùåé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ (íàïðè-
ìåð, ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîëîæèòåëüíûì êî-
ýôôèöèåíòîì) ñîáñòâåííûå òðîéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íèçêî÷àñòîò-
íûì ñîñòàâëÿþùèì ðÿäà, áóäóò íàõîäèòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ñðåäè
ïåðâûõ.

4.1.3. Ãðóïïèðîâêà äëÿ âûäåëåíèÿ êîëåáàíèé
1. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ÷èñòîé ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé ω è íåêî-

òîðûìè ôàçîé è àìïëèòóäîé. Òàê êàê ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîì-
ïîíåíòà F (1) èñõîäíîãî ðÿäà ïðèáëèæåííî ñèëüíî îòäåëèìà îò
F (2) = F −F (1) ïðè äëèíå îêíà L, ìû ìîæåì ðàññ÷èòûâàòü, ÷òî äâå
(èëè îäíà, åñëè ω = 1/2) ñîáñòâåííûå òðîéêè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-
æåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà F ñîîòâåòñòâóþò F (1). Ïðîáëåìà
çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, êàê èäåíòèôèöèðîâàòü ýòè ñîáñòâåííûå
òðîéêè ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïóñòü ω < 1/2. Êàê áûëî ñôîðìóëèðîâàíî âûøå, ãàðìîíèêà,
çàäàííàÿ â (18) ñ α = 0, èìååò ðàçìåðíîñòü 2 è ïîðîæäàåò ñèíãó-
ëÿðíûå âåêòîðû ñ òîé æå ÷àñòîòîé ω.

Ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà Lω è Kω � öåëûå,
K = N − L + 1.
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Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ëåâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû (ò. e.
ñîáñòâåííûå âåêòîðû). Â èäåàëüíîé ñèòóàöèè ñîáñòâåííûå âåêòîðû
� ýòî êîñèíóñ è ñèíóñ ñ ïåðèîäîì T è ñ îäíîé è òîé æå àìïëèòóäîé
è ôàçîé. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ôàêòîðíûõ âåêòîðîâ. Äâóìåðíîå
èçîáðàæåíèå äâóõ òàêèõ ñîáñòâåííûõ (è ôàêòîðíûõ) âåêòîðîâ ìî-
æåò óïðîñòèòü ïîèñê òàêèõ ïàð, òàê êàê êîñèíóñ è ñèíóñ ñ îäèíàêî-
âûìè ÷àñòîòîé, ôàçîé è àìïëèòóäîé ïðè äâóìåðíîì èçîáðàæåíèè
(íàïðèìåð, êîñèíóñ � ïî îñè X, ñèíóñ � ïî îñè Y) ñîçäàþò òî÷êè,
ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè.

Åñëè T = 1/ω � öåëîå (T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ãàðìîíèêè), òî
ïîëó÷àåì âåðøèíû ïðàâèëüíîãî T -óãîëüíèêà. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷àñòîò ω = q/p < 1/2 ñ âçàèìíî ïðîñòûìè öåëûìè p è q, òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäå-
íû äâóìåðíûå èçîáðàæåíèÿ ÷åòûðåõ ïàð ñèíóñ/êîñèíóñ ñ íóëåâîé
ôàçîé, îäèíàêîâûìè àìïëèòóäàìè è ÷àñòîòàìè 1/12, 10/53, 2/5 è
5/12.

Ðèñ. 1. Äâóìåðíûå äèàãðàììû ñèíóñà/êîñèíóñà.

Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïîðîæäåííûå ãàðìîíèêîé, àñèìï-
òîòè÷åñêè ïðè L,K → ∞ ðàâíû, òî íà ïðàêòèêå îíè îêàçûâàþòñÿ
áëèçêè äðóã ê äðóãó, ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà L è K â íåñêîëüêî
ðàç áîëüøå 1/ω. Ýòî ïîìîãàåò íàõîäèòü ïàðó ñîáñòâåííûõ òðîåê,
ïîðîæäåííóþ ãàðìîíèêîé, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûå
ñîáñòâåííûå òðîéêè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðèîä ãàðìîíèêè ñðàâíèì
ñ äëèíîé ðÿäà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîãóò äî-
âîëüíî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ.
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Åñëè ðÿä F ñîäåðæèò íåñêîëüêî ãàðìîíèê, òî êàæäàÿ èõ íèõ
ìîæåò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíà íà îñíîâå äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà, íàïðèìåð, ãàðìîíèêà âûäåëèëàñü ïëîõî, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïåðèîäîãðàììíûé àíàëèç ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ.

×àñòîòû ãàðìîíèê ìîãóò áûòü îöåíåíû êàê ñ ïîìîùüþ ïåðè-
îäîãðàìì, òàê è íà îñíîâå ïîïàðíûõ äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ ñèíãó-
ëÿðíûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì äâå ñîáñòâåííûå òðîéêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
ãàðìîíèêå ñ ÷àñòîòîé ω0. Òîãäà äâóìåðíàÿ äèàãðàììà ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê äâóìåðíàÿ êðèâàÿ ñ åâêëè-
äîâûìè êîîðäèíàòàìè

x(n) = r(n) cos(2πω(n)n + φ(n)) ,
y(n) = r(n) sin(2πω(n)n + φ(n)) ,

ãäå ôóíêöèè r, ω è φ áëèçêè ê êîíñòàíòàì è ω(n) ≈ ω0. Ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû óçëîâ êðèâîé èìåþò âèä (r(n), δ(n)), à δ(n) âûðàæàåòñÿ
êàê δ(n) = 2πω(n)n + φ(n).

Òàê êàê ∆n
def= δ(n+1)− δ(n) ≈ 2πω0, ìîæíî îöåíèòü ω0 óñðåä-

íåíèåì ïðèðàùåíèé ïîëÿðíûõ óãëîâ ∆n (n = 0, . . . , L − 1). Òî÷íî
òàêàÿ æå ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ïàðå ôàêòîðíûõ âåê-
òîðîâ.

Åñëè ïåðèîä ãàðìîíèêè ðàâåí 2, ò. e. ω = 1/2, òî ñèòóàöèÿ ïðî-
ùå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ñîñòîèò òîëüêî
èç îäíîé ñîáñòâåííîé òðîéêè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé è
ôàêòîðíûé âåêòîðû èìåþò ïèëîîáðàçíóþ ôîðìó.

2. Ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû îáùåãî âèäà
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé âûäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé

êîìïîíåíòû F (1) èç ðÿäû F . Åñëè öåëîå T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé
êîìïîíåíòû, òî ðàçëîæåíèå Ôóðüå áóäåò èìåòü âèä

f (1)
n =

[T/2]∑

k=1

√
a2

k + b2
k cos(2πkn/T + φk). (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü òàêîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò T − 1, òàê
êàê êàæäàÿ èç ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò ïîðîæäàåò ëèáî äâå (ïðè
k 6= T/2), ëèáî îäíó (k = T/2) ñîáñòâåííóþ òðîéêó. Ïðè áîëüøèõ L
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âñå êîìïîíåíòû â (19) áóäóò ïðèáëèæåííî ñèëüíî ðàçäåëèìû, åñëè
âñå èõ ìîùíîñòè a2

k + b2
k ðàçëè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèÿõ:

(à) ðÿä F (1) � (ïðèáëèæåííî) ñòðîãî îòäåëèì îò F (2) â ñóììå
F = F (1) + F (2) ïðè äëèíå îêíà L,

(á) âñå íåíóëåâûå ìîùíîñòè a2
k + b2

k â ðàçëîæåíèè (19) ðàçëè÷íû,

(â) L � äîñòàòî÷íî áîëüøîå,

ìîæíî âûäåëèòü âñå ñîáñòâåííûå òðîéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèî-
äè÷åñêîìó ðÿäó F (1), à òàêæå åãî ãàðìîíè÷åñêèì ñîñòàâëÿþùèì, â
ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè òðàåêòîðíîé ìàòðèöû âñåãî ðÿäà F .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíèòü ýòî ðàçäåëåíèå, äîñòàòî÷íî èäåí-
òèôèöèðîâàòü òå ñîáñòâåííûå òðîéêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âñåì
ãàðìîíèêàì ñ ÷àñòîòàìè k/T , è ñãðóïïèðîâàòü èõ.

Íàïðèìåð, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ðÿäå F ïðèñóòñòâóåò ñåçîííàÿ
êîìïîíåíòà è äàííûå ïîìåñÿ÷íûå, òî íåîáõîäèìî èñêàòü ïåðèîäèêè
ñ ÷àñòîòàìè 1/12 (ãîäîâàÿ), 1/6 (ïîëóãîäîâàÿ), 1/4, 1/3 (êâàðòàëü-
íàÿ), 1/2.4, è 1/2. Åñòåñòâåííî, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò îòñóòñòâî-
âàòü.

Åñëè íåêîòîðûå èç íåíóëåâûõ ìîùíîñòåé â (19) ñîâïàäàþò, òî
ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè ñîáñòâåííûõ òðîåê èìååò ñâîþ ñïåöèôè-
êó. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî a2

1+b2
1 = a2

2+b2
2. Åñëè L � áîëüøîå,

òî ÷åòûðå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñëà â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè òðàåêòîð-
íîé ìàòðèöû ðÿäà F áóäóò (ïðèáëèæåííî) îäèíàêîâûìè è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû áóäóò ðàâíû ëèíåéíûì êîìáèíà-
öèÿì ãàðìîíèê ñ äâóìÿ ÷àñòîòàìè: ω1 = 1/T è ω2 = 2/T .

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ñ ýòèìè ÷àñòîòàìè íå áóäóò ñèëüíî
ðàçäåëèìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäîãðàììíûé àíàëèç ñèíãóëÿðíûõ
âåêòîðîâ ìîæåò áûòü î÷åíü ïîëåçåí. Åñëè ïåðèîäîãðàììà èìååò
îñòðûå ïèêè â îêðåñòíîñòè ÷àñòîò ω1 è ω2, òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå òðîéêè äîëæíû áûòü ñîïîñòàâëåíû ðÿäó F (1).

3. Ìîäóëèðîâàííûå ïåðèîäèêè
Ñëó÷àé àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûõ ïåðèîäèê áîëåå ñëîæåí,

òàê êàê ôîðìà ìîäóëÿöèè àìïëèòóäû íåèçâåñòíà. Îäíàêî ïðèìåð
ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííîé ãàðìîíèêè (18) ñ α 6= 0 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî èíîãäà èäåíòèôèêàöèÿ òàêîãî ðîäà êîìïîíåíò ìîæåò áûòü
âûïîëíåíà.
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Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ òàêîãî ðÿäà. Çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ
íà ïðîñòîòó, ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííàÿ ãàðìîíèêà ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíà, íàïðèìåð, êàê àääèòèâíàÿ êîìïîíåíòà íåêî-
òîðîãî ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, îïèñûâàþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíûé
ðîñò ñ ýêñïîíåíöèàëüíî-ìîäóëèðîâàííîé ñåçîííîé êîìïîíåíòîé.

Â öåëîì, ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ ÷èñòîé ãàðìîíèêè. Åñ-
ëè ÷àñòîòà ω ìåíüøå 1/2 è äëèíà îêíà L äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî
â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìû ïîëó÷àåì äâå ñîáñòâåííûå òðîéêè
ñ ïðèìåðíî ðàâíûìè ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè è ñèíãóëÿðíûìè
âåêòîðàìè, èìåþùèìè òàêóþ æå, êàê ó èñõîäíîãî ðÿäà, ôîðìó. Ïî-
ýòîìó äâóìåðíàÿ äèàãðàììà ýòîé ïàðû ñîáñòâåííûõ (ôàêòîðíûõ)
âåêòîðîâ áóäåò èìåòü ñïèðàëåîáðàçíóþ ôîðìó, ëåãêî ðàçëè÷èìóþ
íà ãðàôèêå.

Åñëè ïåðèîä ãàðìîíèêè ðàâåí 2, òî êîìïîíåíòà èìååò âèä
(−a)n, ãäå a = eα. Ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû åäèíñòâåííîé ñîáñòâåí-
íîé òðîéêè, ïîðîæäåííûå òàêîé êîìïîíåíòîé, èìåþò òî÷íî òàêóþ
æå ìîäóëèðîâàííóþ ïèëîîáðàçíóþ ôîðìó.

Åñëè ðÿä, ìîäóëèðóþùèé ãàðìîíèêó, íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì, òî âûäåëåíèå òàêîé êîìïîíåíòû ãîðàçäî ñëîæíåå. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòî âñå æå ìîæíî ñäåëàòü.

Åñëè àìïëèòóäà ìîäóëèðîâàííîé ãàðìîíèêè F (1) ìåíÿåòñÿ ìåä-
ëåííî, òî åå äèàïàçîí ÷àñòîò ñîñðåäîòî÷åí âîêðóã ãëàâíîé ÷àñòîòû,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ÿñíî óâèäåíà íà ïåðèîäîãðàììå ìîäóëèðîâàí-
íîé ãàðìîíèêè. Åñëè äëèíà îêíà L è âåëè÷èíà K = N − L + 1
áîëüøèå, òî âñå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ýòîãî ðÿäà áóäóò èìåòü îä-
íè è òå æå ñâîéñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðÿä F (1) (ïðèáëèæåííî)
ñèëüíî îòäåëèì îò ðÿäà F (2) â ñóììå F = F (1) + F (2), òî ìîæíî
îæèäàòü, ÷òî äèàïàçîí ÷àñòîò ðÿäà F (2) èìååò ìàëåíüêîå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèå ñ äèàïàçîíîì ÷àñòîò ìîäóëèðîâàííîé
ãàðìîíèêè F (1). Òàêèì îáðàçîì, àíàëèçèðóÿ ïåðèîäîãðàììû ñèí-
ãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ñîáñòâåííûõ òðîåê, ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü
áîëüøèíñòâî èç òåõ, êîòîðûå (ïðèáëèæåííî) îïèñûâàþò âðåìåííîé
ðÿä F (1).

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäèêè (íå îáÿçàòåëüíî ãàðìîíèêè)
ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ÷ëåí â ñóììå (19)
óìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, ìîäóëèðóþùóþ àìïëèòóäó, è
êàæäàÿ ÷àñòîòà k/T ïîðîæäàåò ãðóïïó ñîñåäíèõ ÷àñòîò. Ïîýòîìó
ïðè óñëîâèè (ïðèáëèæåííîé) ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè ðÿäîâ F (1) è
F (2), íóæíî èñêàòü ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
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òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà F , òàêèå ÷òî ÷àñòîòû èõ ïåðèîäîãðàìì
ñîñðåäîòî÷åíû âîêðóã ÷àñòîò k/T .

4.1.4. Ãðóïïèðîâêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ
ðÿäà

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ðÿäà ýêâèâàëåíòíà
èäåíòèôèêàöèè ñîáñòâåííûõ òðîåê ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðà-
åêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåíäó, ðàçëè÷íûì êî-
ëåáàòåëüíûì êîìïîíåíòàì è øóìó. Ïðèíöèïû ãðóïïèðîâêè äëÿ
èäåíòèôèêàöèè òðåíäà è êîëåáàòåëüíûõ êîìïîíåíò áûëè îïèñàíû
âûøå.

×òî êàñàåòñÿ øóìà, ìû âñåãäà äîëæíû èìåòü â âèäó ïðèñóùóþ
ýòîìó ïîíÿòèþ íåîïðåäåëåííîñòü ïðè íåäîñòàòêå ñòðîãîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñòåñòâåííûé ïóòü
âûäåëåíèÿ øóìà � ýòî îòíåñåíèå ê íåìó òåõ ñîáñòâåííûõ òðîåê,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò íè òðåíäà, íè êîëåáàíèé. Îäíàêî, ïîñòóïàÿ
òàêèì îáðàçîì, íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ìîìåíòû.

1. Åñëè äèàïàçîí ÷àñòîò øóìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷àñòîòó ãàðìî-
íè÷åñêîé êîìïîíåíòû ñèãíàëà, òî ãàðìîíè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà,
âîññòàíîâëåííàÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì òðîéêàì
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, áóäåò ñîäåðæàòü òàêæå ÷àñòü øó-
ìà, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ÷àñòîòå. Àíàëîãè÷íî, âûäåëåííûé
òðåíä çàõâàòûâàåò íèçêî÷àñòîòíóþ ÷àñòü øóìà. Åñëè ÷àñòîò-
íûå äèàïàçîíû ñèãíàëà è øóìà íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî òàêîé ýô-
ôåêò íå âîçíèêàåò.

2. Åñëè àìïëèòóäà ãàðìîíè÷åñêîé êîìïîíåíòû ñèãíàëà ìàëà, à
øóì áîëüøîé, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé
ãàðìîíèêå è øóìó, ìîãóò áûòü áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ïîýòîìó
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûì îòäåëèòü ãàðìîíèêó îò øóìà
íà îñíîâå àíàëèçà ñîáñòâåííûõ òðîåê äëÿ âñåãî ðÿäà. Ãîâîðÿ
áîëåå ñòðîãî, ãàðìîíè÷åñêàÿ è øóìîâàÿ êîìïîíåíòû íå áó-
äóò ñèëüíî ðàçäåëèìû. Ýòîò ýôôåêò èñ÷åçàåò àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïðè N →∞.

3. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ÷èñòîãî øó-
ìà ïðè áîëüøèõ N,L è K ñêîðåå âñåãî áóäåò ñîäåðæàòü, ïî
êðàéíåé ìåðå, íåñêîëüêî ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ òðîåê, ïîõîæèõ
íà ïîðîæäåííûå ãàðìîíèêàìè. Êîìïîíåíòû èñõîäíîãî ðÿäà,
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âîññòàíîâëåííûå íà èõ îñíîâå, òàêæå âûãëÿäÿò ïîõîæèìè íà
ãàðìîíèêè (îáû÷íî ñèëüíî ìîäóëèðîâàííûå). Ïîýòîìó íóæ-
íû òùàòåëüíûé êîíòðîëü è îñòîðîæíîñòü ïðè èíòåðïðåòàöèè
âîññòàíîâëåííûõ êîìïîíåíò.

Ïðèâåäåííîå âûøå îáñóæäåíèå èìååò îòíîøåíèå è ê çàäà÷å
ñíèæåíèÿ óðîâíÿ øóìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàñ-
ñìîòðåííîé ïðîáëåìû.

4.1.5. Äîïîëíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, èñïîëüçóåìûå
ïðè ãðóïïèðîâêå

Åñòü ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîáñòâåííûõ òðîåê
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû èñõîäíîãî ðÿäà,
êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü ïðàâèëüíî èõ ñãðóïïèðîâàòü äëÿ âûäåëåíèÿ
ðàçíûõ êîìïîíåíò ðÿäà. Îáñóäèì äâå òàêèå õàðàêòåðèñòèêè.

1. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, åñëè N , L è K äîñòàòî÷íî áîëü-

øèå, òî êàæäàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ, îòëè÷íàÿ îò ïèëîîáðàçíîé, êîì-
ïîíåíòà ïîðîæäàåò äâå ñîáñòâåííûõ òðîéêè ñ áëèçêèìè ñèíãóëÿð-
íûìè ÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèñõîäèò, åñëè
ìû èìååì ñóììó íåñêîëüêèõ ãàðìîíèê ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè è
áëèçêèìè àìïëèòóäàìè. Õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíãóëÿðíûå âåêòî-
ðû íå îáÿçàòåëüíî áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñòûì ãàðìîíèêàì èç-çà
âîçìîæíîãî ñìåøèâàíèÿ, íî îíè âñå æå ìîãóò ôîðìèðîâàòü ïàðû
ñ áëèçêèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè è ïîõîæèìè ôîðìàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ÿðêî âûðàæåííûå ïëàòî íà ãðàôèêå ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ìîãóò ñëóæèòü ïîäñêàçêîé ê âûáîðó ïàðíûõ ñîáñòâåí-
íûõ òðîåê.

Òàêæå ìîæåò áûòü ïîëåçíà ôîðìà ãðàôèêà ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Êàê ïðàâèëî, ÷èñòî øóìîâîé ðÿä ïîðîæäàåò ìåäëåííî óáûâà-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè øóì äîáàâëåí
ê ñèãíàëó, îïèñûâàåìîìó íåñêîëüêèìè ñîáñòâåííûìè òðîéêàìè ñ
áîëüøèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè, òî ñêà÷îê â ñîáñòâåííûõ ÷èñ-
ëàõ ìîæåò îòäåëÿòü ñîáñòâåííûå òðîéêè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèãíàëó,
îò îñòàëüíûõ.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû, ïîç-
âîëÿþùåé íàõîäèòü òàêîé ñêà÷îê. Áîëåå òîãî, äëÿ ñëîæíîãî ñèãíà-
ëà è áîëüøîãî øóìà ñîáñòâåííûå òðîéêè ìîãóò ïåðåìåøèâàòüñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê ïîðÿäêó, çàäàâàåìîìó óáûâàíèåì ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë.
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Â ëþáîì ñëó÷àå, ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà äàþò âàæíóþ, íî òîëüêî
âñïîìîãàòåëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ãðóïïèðîâêè. Ñòðóêòóðà ñèí-
ãóëÿðíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííîé.

2. w-Êîððåëÿöèè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíüøå, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ (ïðè-

áëèæåííîé) ðàçäåëèìîñòè äâóõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ (ïðèáëèæåííî) íó-
ëåâûå w-êîððåëÿöèè âîññòàíîâëåííûõ êîìïîíåíò. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ñîáñòâåííûå òðîéêè, âõîäÿùèå â îäíó è òó æå ãðóïïó, ìîãóò
ñîîòâåòñòâîâàòü ñèëüíî êîððåëèðîâàííûì ñîñòàâëÿþùèì ðÿäà.

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîé âñïîìîãàòåëüíîé èíôîðìàöèåé
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé w-êîððåëÿöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïîëíîìó ðàçëîæåíèþ (â òàêîì ðàçëîæåíèè êàæäàÿ ãðóï-
ïà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ìàòðè÷íîé êîìïîíåíòå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-
æåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà). Ìàòðèöà ìîäóëåé w-êîððåëÿ-
öèé äëÿ ðÿäà F ñ

fn = en/400 + sin(2πn/17) + 0.5 sin(2πn/10) + εn, (20)

n = 0, . . . , 339, ñòàíäàðòíûì ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì εn è äëÿ
L = 85 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2 (w-êîððåëÿöèè äëÿ ïåðâûõ 30 âîññòà-
íîâëåííûõ êîìïîíåíò èçîáðàæåíû â 20-öâåòîâîé øêàëå îò áåëîãî
äî ÷åðíîãî, ñîîòâåòñòâóþùåé àáñîëþòíûì çíà÷åíèÿì îò 0 äî 1).

�

�

Ðèñ. 2. Ðÿä (20): ìàòðèöà w-êîððåëÿöèé.

Âèä ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì äëÿ ïðàâèëüíîé ãðóïïè-
ðîâêè: ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ òðîéêà îïèñûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé
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òðåíä, äâå ïàðû ïîñëåäóþùèõ ñîîòâåòñòâóþò äâóì ãàðìîíèêàì,
áîëüøîé ïåñòðûé êâàäðàò ñîîòâåòñòâóåò øóìîâûì êîìïîíåíòàì.
Ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì î
àñèìïòîòè÷åñêîé ðàçäåëèìîñòè êîìïîíåíò ðÿäà.

4.2. Âûáîð äëèíû îêíà
Äëèíà îêíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïàðàìåòðîì áàçîâîãî àëãîðèò-

ìà SSA: íåïðàâèëüíûé âûáîð ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæåò ïðèâåñòè ê
òîìó, ÷òî íèêàêàÿ ãðóïïèðîâêà íå ïðèâåäåò ê õîðîøåìó ðàçëîæå-
íèþ ðÿäà íà ñîñòàâëÿþùèå.

Âûáîð ïðàâèëüíîé äëèíû îêíà çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è
è ïðåäâàðèòåëüíîé èíôîðìàöèè, èçâåñòíîé î ðÿäå. Â îáùåì ñëó-
÷àå íåò óíèâåðñàëüíûõ ïðàâèë è áåçóñëîâíûõ ðåêîìåíäàöèé äëÿ
âûáîðà äëèíû îêíà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò âî âëèÿíèè äëè-
íû îêíà êàê íà ñëàáóþ, òàê è íà ñèëüíóþ ðàçäåëèìîñòü, ò. e. íà
îðòîãîíàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ è íà áëèçîñòü
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Îäíàêî åñòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ äëÿ âûáîðà äëè-
íû îêíà L, êîòîðûå èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðàêòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå. Îáñóäèì èõ.

4.2.1. Îáùèå ïðèíöèïû
1. Äëèíà îêíà è äëèíà ðÿäà

• Ñèíãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî
æå ðÿäà äëèíû N , ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðó äëèíû îêíà L è
N − L + 1 ýêâèâàëåíòíû (ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè: ëåâûå
ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ↔ ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû). Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû âðåìåííîãî ðÿäà áàçîâûì
ìåòîäîì SSA íå èìååò ñìûñëà áðàòü äëèíó îêíà, áîëüøóþ
÷åì ïîëîâèíà äëèíû ðÿäà.

• Ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ, ÷åì áîëüøå äëèíà îêíà,
òåì áîëåå äåòàëüíûì ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî ðÿ-
äà. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå äåòàëüíîå ðàçëîæåíèå äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè âûáîðå äëèíû îêíà, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé ïîëîâèíå
äëèíû ðÿäà (L ∼ N/2). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ðÿäû êîíå÷-
íîãî ðàíãà, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì L, áîëüøåì ÷åì ðàíã ðÿ-
äà d, è N > 2d− 1 ÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â ñèíãóëÿðíîì
ðàçëîæåíèè ðàâíî d è íå çàâèñèò îò äëèíû îêíà.
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2. Äëèíà îêíà è ñëàáàÿ ðàçäåëèìîñòü
• Òàê êàê ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ðàçäåëèìîñòè àääè-

òèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ â áîëüøèíñòâå ñâîåì
àñèìïòîòè÷åñêèå (ïðè L, K → ∞), êàê ïðàâèëî, ÷òîáû äî-
ñòè÷ü ëó÷øåé ðàçäåëèìîñòè, íóæíî âûáèðàòü áîëüøóþ äëèíó
îêíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàëåíüêàÿ äëèíà îêíà ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ñìåøèâàíèþ èíòåðïðåòèðóåìûõ êîìïîíåíò ðÿäà.

• Åñëè äëèíà îêíà L äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ (ñêàæåì, íåñêîëüêî
äþæèí), òî ðåçóëüòàòû (ñëàáîé) ðàçäåëèìîñòè óñòîé÷èâû
ïî îòíîøåíèþ ê íåáîëüøèì èçìåíåíèÿì L.

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ðåøåíèÿ îñîáûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü
êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó äëèíû îêíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì N è L (ñì., íàïðèìåð,
ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé âûáîðó äëèíû îêíà äëÿ âûäåëåíèÿ ïå-
ðèîäèê).

3. Äëèíà îêíà è áëèçîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
Îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå áëèçêèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, îòíîñÿ-

ùèõñÿ ê ðàçíûì êîìïîíåíòàì èñõîäíîãî ðÿäà (ò. e. îòñóòñòâèå ñèëü-
íîé ðàçäåëèìîñòè, êîãäà (ïðèáëèæåííàÿ) ñëàáàÿ ðàçäåëèìîñòü èìå-
åò ìåñòî), òðóäíî ôîðìàëèçóåòñÿ â òåðìèíàõ äëèíû îêíà. ×àñòî
îòñóòñòâèå ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè (ñìåøèâàíèå êîìïîíåíò ðÿäà) íå
ìîæåò áûòü ïðåîäîëèìî òîëüêî çà ñ÷åò âûáîðà äëèíû îêíà.

Îòìåòèì äâà ìîìåíòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîáëåìå áëèçêèõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë.

• Äëÿ ðÿäîâ ñî ñëèøêîì ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ñëèøêîì áîëü-
øàÿ äëèíà îêíà L ìîæåò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíîìó ðàç-
ëîæåíèþ èíòåðåñóþùèõ íàñ êîìïîíåíò ðÿäà, â ÷àñòíîñòè, ê
ñìåøèâàíèþ èõ ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè ðÿäà. Ýòî íå î÷åíü
ïðèÿòíîå ñâîéñòâî, îñîáåííî ïîòîìó, ÷òî ñèëüíîå óìåíüøåíèå
L ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó óõóäøåíèþ êà÷åñòâà (ñëà-
áîé) ðàçäåëèìîñòè.

• Â ñâîþ î÷åðåäü, èíîãäà äàæå ìàëåíüêîå èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ
L ìîæåò óìåíüøèòü ñìåøèâàíèå è ïðèâåñòè ê ëó÷øåìó
ðàçäåëåíèþ êîìïîíåíò ðÿäà, ò. e. îáåñïå÷èòü ïåðåõîä îò ñëà-
áîé ê ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè. Â ëþáîì ñëó÷àå, âñåãäà ñòîèò
ïîïðîáîâàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûáîðà äëèíû îêíà.

43



4.2.2. Âûáîð äëèíû îêíà äëÿ âûäåëåíèÿ òðåíäà è
ñãëàæèâàíèÿ

1. Çàäà÷à âûäåëåíèÿ òðåíäà
Â çàäà÷å âûäåëåíèÿ òðåíäà ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ñëàáîé è ñèëü-

íîé ðàçäåëèìîñòüþ ïðîÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî. Òàê êàê òðåíä �
ýòî îòíîñèòåëüíî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, åãî îòäåëèìîñòü îò øóìà è êîëå-
áàíèé òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé äëèíû îêíà L.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òðåíä èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, òî
ïðè áîëüøèõ L îí ìîæåò îïèñûâàòüñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñîá-
ñòâåííûõ òðîåê ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñ-
ëàìè. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìîãóò èìåòü çíà÷å-
íèÿ, áëèçêèå ê ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì, ñîîòâåòñòâóþùèì êîëåáàíèÿì
è/èëè øóìó.

Çàäà÷à âûäåëåíèÿ òðåíäà ñëîæíà è ñóùåñòâóåò áîëüøîå ðàç-
íîîáðàçèå âîçìîæíûõ ñèòóàöèé. Îïèøåì êîðîòêî, íà êà÷åñòâåííîì
óðîâíå, äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷àÿ: êîãäà òðåíä ìîæåò áûòü âû-
äåëåí äîâîëüíî ëåãêî è êîãäà âûáîð äëèíû îêíà äëÿ âûäåëåíèÿ
òðåíäà òðóäåí èëè äàæå íåâîçìîæåí.

2. Òðåíäû: óñòîé÷èâàÿ ðàçäåëèìîñòü
Ïóñòü F = F (1)+F (2), ãäå F (1) � òðåíä è F (2) � îñòàòîê. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå.

(à) Ðÿä F (1) � ¾ïðîñòîé¿. Ïîíÿòèå ¾ïðîñòîòû¿ ìû ïîíèìàåì òàê:

� Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðÿä F (1) õîðîøî àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ ðÿäîì êîíå÷íîãî è íåáîëüøîãî ðàíãà d (íà-
ïðèìåð, îí ïîõîæ íà ýêñïîíåíöèàëüíûé, d = 1, ëèíåéíûé
d = 2, êâàäðàòè÷íûé, d = 3, è ò. ä.).

� Íàñ èíòåðåñóåò âûäåëåíèå îáùåé òåíäåíöèè ðÿäà.
� Â òåðìèíàõ ÷àñòîòíîãî àíàëèçà, ïåðèîäîãðàììà ðÿäà F (1)

ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò.
� Â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿ ðÿäà, ïåðâûå íåñêîëüêî ñîáñòâåí-

íûõ òðîåê ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðè-
öû ðÿäà äàæå äëÿ áîëüøèõ L äàþò äîñòàòî÷íî õîðîøóþ
åãî àïïðîêñèìàöèþ.

(á) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä F (1) íàìíîãî áîëüøå ïî çíà÷åíèÿì,
÷åì ðÿä F (2) (íàïðèìåð, åñëè ||F (1)|| À ||F (2)||).
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Ïóñòü ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âåðíû è äëèíà îêíà L îáåñïå÷èâà-
åò ðàçäåëåíèå (ñëàáîå, ïðèáëèæåííîå) âðåìåííûõ ðÿäîâ F (1) è F (2).
Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè òðàåêòîðíîé
ìàòðèöû ðÿäà F ïåðâûå íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ òðîåê áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü F (1), ò. e. îíè áóäóò èìåòü ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà, áîëüøèå
÷åì ñîáñòâåííûå òðîéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäó F (2). Äðóãèìè ñëî-
âàìè, áóäåò äîñòèãíóòà ñèëüíàÿ ðàçäåëèìîñòü. Áîëåå òîãî, äëèíà
îêíà L, äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ðàçäåëèìîñòè, â ýòîì ñëó÷àå íå îáÿçàíà
áûòü î÷åíü áîëüøîé â ñèëó ¾ïðîñòîòû¿ òðåíäà.

3. Òðåíäû: ñëîæíûé ñëó÷àé
Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè ìû õîòèì âûäåëèòü

òðåíä áîëåå òî÷íî (ïîýòîìó îí áîëåå ¾ñëîæíûé¿), è îñòàòîê F (2)

òàêæå èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó (íàïðèìåð, ýòî ñèëüíàÿ øóìîâàÿ
êîìïîíåíòà) ñ áîëüøîé íîðìîé ||F (2)||. Òîãäà áîëüøîå L ìîæåò âû-
çâàòü íå òîëüêî ñìåøåíèå ïîðÿäêîâûõ íîìåðîâ ñîáñòâåííûõ òðîåê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ F (1) è F (2), íî è ïðèâåñòè ê îòñóòñòâèþ ñèëüíîé
ðàçäåëèìîñòè. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæó-
òî÷íûõ ñèòóàöèé.

4. Ñãëàæèâàíèå
Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåêîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî âûáîðà äëèíû îê-

íà äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ðÿäà ïîäîáíû òåì, êîòîðûå áûëè äàíû âûøå
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûäåëåíèÿ òðåíäà, òàê êàê ýòè äâå çàäà÷è òåñ-
íî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Ïðîêîììåíòèðóåì âûáîð äëèíû îêíà
äëÿ ñãëàæèâàíèÿ íà ÿçûêå ÷àñòîòíîãî àíàëèçà.

Òðàêòóÿ ñãëàæèâàíèå êàê óäàëåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè èñ-
õîäíîãî ðÿäà, ìû äîëæíû âûáèðàòü äëèíó îêíà L äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàçäåëåíèå íèçêî÷àñòîòíîé è âûñîêî÷àñòîò-
íîé ÷àñòåé ñïåêòðà. Åñëè ìîùíîñòè íèçêî÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì ìîùíîñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ, òî çàäà÷à ñãëàæèâàíèÿ äîâîëüíî ïðîñòà è ñâîäèòñÿ ê ãðóïïè-
ðîâêå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ òðîåê. Êàê ïðàâèëî, ÷åì áîëüøå L, òåì
áîëåå óçêèé äèàïàçîí íèçêèõ ÷àñòîò ìîæíî èçâëå÷ü. Áîëåå ñëîæ-
íàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ñãëàæèâàíèè ðÿäà ñ áëèçêèìè ìîùíîñòÿì
âûñîêèõ è íèçêèõ ÷àñòîò.

4.2.3. Äëèíà îêíà äëÿ âûäåëåíèÿ ïåðèîäèê
Âûáîð äëèíû îêíà äëÿ âûäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû

F (1) èç ñóììû F = F (1) + F (2) èìååò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâÿ-
çàííûå ñ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó äëèíîé îêíà è âåëè÷èíîé ïåðèîäà.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè îñîáåííîñòè íå îòëè÷àþòñÿ â ñëó÷àÿõ âûäåëå-
íèÿ ÷èñòûõ ãàðìîíèê, ñëîæíûõ ïåðèîäèê è äàæå ìîäóëèðîâàííûõ
ïåðèîäèê. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì âñå ýòè ñëó÷àè âìåñòå.

1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû
ñ ïåðèîäîì T åñòåñòâåííî èçìåðÿòü äëèíó ðÿäà N è äëèíó
îêíà L â ÷èñëå ïåðèîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðÿä F (1) àñèìïòî-
òè÷åñêè îòäåëèì îò ðÿäà F (2), òî, ÷òîáû äîñòè÷ü ðàçäåëåíèÿ,
äëèíà ðÿäà äîëæíà áûòü, êàê ïðàâèëî, ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ
ïåðèîäîâ.

2. Äëÿ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ ðÿäîâ, ïðåäïî÷òèòåëüíî ó÷èòû-
âàòü óñëîâèÿ äëÿ òî÷íîé (íå àñèìïòîòè÷åñêîé) ðàçäåëèìîñòè.
Åñëè èçâåñòíî, ÷òî âðåìåííîé ðÿä èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ êîì-
ïîíåíòó ñ èçâåñòíûì ïåðèîäîì T (íàïðèìåð, ñåçîííóþ êîì-
ïîíåíòó), òî ïðåäïî÷òèòåëüíî âçÿòü äëèíó îêíà L ïðîïîðöè-
îíàëüíîé âåëè÷èíå ýòîãî ïåðèîäà. Çàìåòèì, ÷òî, ñ òåîðåòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, N−1 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, K = N−L+1)
òàêæå äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî T . Íî ïðàêòè÷åñêè áî-
ëåå âàæíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìåíüøåãî èç L è K = N−L+1.

3. Â ñëó÷àå äëèííûõ ðÿäîâ òðåáîâàíèå, ÷òîáû L/T è (N−1)/T
áûëè öåëûìè, íå ñòîëü âàæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðåêîìåí-
äîâàòü áðàòü äëèíó îêíà êàê ìîæíî áîëüøå (áëèçêîé ê N/2,
åñëè ïîçâîëÿþò âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðà). Òåì íå ìåíåå, äà-
æå äëÿ ñëó÷àÿ äëèííûõ ðÿäîâ ëó÷øå âûáðàòü L, äåëÿùååñÿ
íàöåëî íà T .

4. Åñëè ðÿä F (2) ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêóþ êîìïîíåíòó ñ ïåðè-
îäîì T1 ≈ T , òî, ÷òîáû èçâëå÷ü F (1), íóæíà áîëüøàÿ äëèíà
îêíà, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òàêîé êîìïîíåíòû íåò.

5. Òàê êàê äâå ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè àì-
ïëèòóäàìè ïîðîæäàþò îäèíàêîâûå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà (àñèì-
ïòîòè÷åñêè ïðè L è K, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè), òî
áîëüøàÿ äëèíà îêíà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ñèëüíîé ðàçäå-
ëèìîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, ñìåøåíèþ êîìïîíåíò ðÿäà. Åñëè, ê
òîìó æå, ÷àñòîòû äâóõ ãàðìîíèê (ïî÷òè) ðàâíû, òî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó íåîáõîäèìîñòüþ êàê ñëàáîé, òàê è
ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè: áëèçêèå ÷àñòîòû òðåáóþò äëÿ ðàçäå-
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ëèìîñòè áîëüøîé äëèíû îêíà, íî áîëüøàÿ äëèíà îêíà ïðèâî-
äèò ê áëèçêèì ñèíãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì.

4.2.4. Äëèíà îêíà è ïîëíîå ðàçëîæåíèå ðÿäà
Ïðè îäíîâðåìåííîì âûäåëåíèè ðàçíûõ êîìïîíåíò ðÿäà âñå àñ-

ïåêòû âûáîðà äëèíû îêíà äîëæíû ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå. Èìå-
åò ñìûñë íà÷èíàòü âñåãäà ñ âûáîðà äëèíû îêíà, áëèçêîé ê ïîëîâèíå
ðÿäà (ïî êðàéíåé ìåðå, äîñòàòî÷íî áîëüøîé) è êðàòíîé ïåðèîäó
ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû, åñëè òàêàÿ ïðèñóòñòâóåò â ðÿäå è åå
ïåðèîä èçâåñòåí.

Äëÿ êîðîòêèõ ðÿäîâ è/èëè ðÿäîâ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ýòè
ïðîñòûå ðåêîìåíäàöèè ìîãóò áûòü íåâûïîëíèìûìè èëè íåäîñòà-
òî÷íûìè. Òîãäà âûáîð äëèíû îêíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà-
÷åé.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü,
èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä SSA, â êîòîðîì ïîñëå âûäåëå-
íèÿ îäíîé èç êîìïîíåíò ñ íåêîòîðûì L àíàëèçèðóåòñÿ îñòàòîê (ñíî-
âà ìåòîäîì SSA) ñ âîçìîæíî óæå äðóãîé äëèíîé îêíà L.

4.2.5. Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ âûáîðà äëèíû
îêíà

Åñëè ìû íå èìååì êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
ðÿäå èç òîé îáëàñòè, äàííûå èç êîòîðîé îí ñîäåðæèò, òî åäèíñòâåí-
íûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè äëÿ âûáîðà äëèíû îêíà ÿâëÿåòñÿ âðå-
ìåííîé ðÿä ñàì ïî ñåáå. ×àñòî ôîðìà ãðàôèêà ðÿäà ìîæåò ñòàòü
ýôôåêòèâíûì èíäèêàòîðîì åãî ñâîéñòâ: íàïðèìåð, ïîêàçûâàòü íà-
ëè÷èå òðåíäà èëè ÿâíîé ïåðèîäè÷íîñòè. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, íåâîç-
ìîæíî îïèñàòü âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà
ðÿäà, êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü ïðè âûáîðå L, îñîáåííî èç-çà òîãî, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì äîëæåí áûòü áûñòðûì (â ñðàâíåíèè ñ
ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì áîëüøîé ìàòðèöû) è ñîîòâåòñòâîâàòü
ñïåöèôèêå ðåøàåìîé çàäà÷è.

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ðåêîìåíäàöèè äëÿ âûáîðà äëèíû îêíà,
îñíîâàííûå íà ïåðèîäîãðàììíîì àíàëèçå èñõîäíîãî ðÿäà èëè åãî
÷àñòè:

1. Åñëè ðàçðåøåíèå ïåðèîäîãðàììû ðÿäà F äîñòàòî÷íî õîðîøåå
(ò. e. åñëè ðÿä äîñòàòî÷íî äëèííûé), òî ïåðèîäîãðàììà ìîæåò
ïîìî÷ü â îïðåäåëåíèè ïåðèîäîâ ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò ðÿ-
äà. Áîëåå òîãî, ïðèñóòñòâèå ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ ÷àñòîò ñ
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áîëüøèìè ìîùíîñòÿìè ìîæåò áûòü èíäèêàòîðîì âîçìîæíûõ
åñòåñòâåííûõ êîìïîíåíò èñõîäíîãî ðÿäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòè-
ìè äèàïàçîíàìè.

2. Îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèáëèæåííîé ñëàáîé ðàç-
äåëèìîñòè äâóõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ñïåêòðàëüíûõ êîð-
ðåëÿöèé äëÿ âñåõ îòðåçêîâ ïåðâîãî ðÿäà äëèíû L (è òàêæå
K = N − L + 1) è îòðåçêîâ âòîðîãî ðÿäà òàêîé æå äëèíû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

• ïåðèîäîãðàììû âñåõ îòðåçêîâ ðÿä F äëèíû L è K èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó,

• ýòà ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ðàçëè÷íûõ è
äàëåêî îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà äèàïàçîíîâ ÷àñòîò ñ
áîëüøèìè ìîùíîñòÿìè.

Â ýòîì ñëó÷àå âûáîð äëèíû îêíà, ðàâíîé L, ñêîðåå âñåãî ïðè-
âåäåò ê ðàçäåëåíèþ ðÿäà F íà êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì äèàïàçîíàì ÷àñòîò.

Êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè âûáîðà äëèíû îêíà ÿâëÿåòñÿ ýòàï
ãðóïïèðîâêè. Óñïåøíàÿ ãðóïïèðîâêà ñîáñòâåííûõ òðîåê îçíà÷àåò,
òî äëèíà îêíà áûëà âûáðàíà ïðàâèëüíî.



5. Ìîäèôèêàöèè áàçîâîãî ìåòîäà SSA
Ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèé SSA ÷àñòî óäàåòñÿ óëó÷øèòü áà-

çîâûé ìåòîä äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ êëàññîâ ðÿäîâ è äëÿ
ðÿäîâ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî òàêèõ êëàññîâ ðÿäîâ è îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäè-
ôèêàöèè. À èìåííî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñî ñëåäóþùèìè ðÿäàìè è
çàäà÷àìè:

1. Âðåìåííîé ðÿä êîëåáëåòñÿ âîêðóã ëèíåéíîãî òðåíäà, è ìû õî-
òèì èçâëå÷ü ýòîò ëèíåéíûé òðåíä.

2. Âðåìåííîé ðÿä èìååò èìååò ñòàöèîíàðíîå ïîâåäåíèå, è ìû
õîòèì èçâëå÷ü íåñêîëüêî ãàðìîíè÷åñêèõ êîìïîíåíò èç ýòîãî
ðÿäà.

3. Âðåìåííîé ðÿä èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó (íàïðèìåð, òðåíä
ñëîæíîé ôîðìû èëè ãàðìîíè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñ áëèçêèìè
àìïëèòóäàìè), è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé äëèíû îêíà ïðî-
èñõîäèò ñìåøèâàíèå êîìïîíåíò ðÿäà.

Òåõíèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ çàäà÷, â íåêî-
òîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íà; èìåÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î
âðåìåííîì ðÿäå, ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé
ìàòðèöû ðÿäà, îòëè÷íîå îò ñèíãóëÿðíîãî è íàñòðîåííîå íà ñòðóê-
òóðó ðÿäà.

Îòñóòñòâèå ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè (êîãäà ñëàáàÿ ðàçäåëèìîñòü
èìååò ìåñòî) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì áàçîâîãî ìåòî-
äà SSA. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû
ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ñîáñòâåííî-
ãî ÷èñëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðîé êîìïîíåíòå ðÿäà, ñ ïîìîùüþ
äîáàâëåíèå ê ðÿäó ïîäîáíîé êîìïîíåíòû. Äðóãèì ñïîñîáîì ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå SSA. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì
èçâëå÷ü ñíà÷àëà îäíó èç êîìïîíåíò ðÿäà, à çàòåì ñíîâà ïðèìåíèòü
SSA ê îñòàòêó ïîñëå âûäåëåíèÿ ýòîé êîìïîíåíòû. Ðàññìîòðèì ýòè
ïîäõîäû áîëåå ïîäðîáíî.

5.1. Öåíòðèðîâàíèå â SSA
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàñøèðåíèå áàçîâîãî âàðèàíòà SSA.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà îêíà L óæå âûáðàíà. Äëÿ K = N −L + 1
âîçüìåì íåêîòîðóþ ìàòðèöó A ðàçìåðíîñòè L ×K è ïåðåéäåì îò
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òðàåêòîðíîé ìàòðèöû X ðÿäà F ê ìàòðèöå X∗ = X − A. Ïóñòü
S∗ = X∗(X∗)T. Îáîçíà÷èì λi è Ui (i = 1, . . . , d) íåíóëåâûå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû ìàòðèöû S∗. Ïîëîæèâ Vi = (X∗)TUi/

√
λi, ìû âìåñòî

ñòàíäàðòíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (2) ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

X = A +
d∑

i=1

X∗
i (21)

ñ X∗
i =

√
λiUiV

T
i . Íà ýòàïå ãðóïïèðîâêè ìàòðèöà A âîéäåò â îä-

íó èç ðåçóëüòèðóþùèõ ìàòðèö êàê ñëàãàåìîå. Â ÷àñòíîñòè, ñàìà
ìàòðèöà ìîæåò ïîðîäèòü îòäåëüíóþ êîìïîíåíòó âðåìåííîãî ðÿäà
ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû åå äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ.

Åñëè ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíà âñåì X∗
i , òî ìàòðè÷íîå ðàçëî-

æåíèå (21) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

||X||2M = ||A||2M +
d∑

i=1

||X∗
i ||2M

êâàäðàòîâ ìàòðè÷íûõ íîðì Ôðîáåíèóñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.
Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ñïîñîáà âûáîðà ìàòðèöû A.
Îäíîêðàòíîå öåíòðèðîâàíèå � ýòî öåíòðèðîâàíèå ñòðîê òðà-

åêòîðíîé ìàòðèöû. Çäåñü

A = A(X) = [E1(X) : . . . : E1(X)],

ãäå êàæäàÿ i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà E1(X) (i = 1, . . . , L) ðàâíÿåòñÿ
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ i-õ êîìïîíåíò âåêòîðîâ âëîæåíèÿ X1, . . . , XK .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îäíîêðàòíîì öåíòðèðîâàíèè ìû âìåñòî
span(X1, . . . , XK) ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî span(X(c)

1 , . . . , X
(c)
K )

ñ X
(c)
i = Xi−E1(X). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ñäâèãàåì öåíòð òÿæåñòè

âåêòîðîâ âëîæåíèÿ è çàòåì èñïîëüçóåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Îäíîêðàòíîå öåíòðèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíîé ïðîöåäóðîé â àíàëèçå ãëàâíûõ êîìïîíåíò, ïðèìåíåííîì
ê òðàåêòîðíîé ìàòðèöå êàê ìàòðèöå ìíîãîìåðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ.

Ïðè äâîéíîì öåíòðèðîâàíèè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðèìå-
íÿåòñÿ ê ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿäà ñ ïî-
ìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èòàíèÿ èç êàæäîãî åå ýëåìåíòà ñíà-
÷àëà ñðåäíåãî ïî ñòðîêàì, à ïîòîì, â ïðèìåíåíèè ê ïîëó÷èâøåéñÿ
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ìàòðèöå, ñðåäíåãî ïî ñòîëáöàì. Äðóãèìè ñëîâàìè,

A = A(X) + B(X)

ñ B(X) = [E12(X) : . . . : E12(X)]T, ãäå j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà E12(X)
(j = 1, . . . ,K) ðàâíÿåòñÿ ñðåäíåìó âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà X

(c)
j .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîì öåíòðèðîâàíèè ñëàãàåìîå A
èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è ñëàãàåìûå ðàçëîæåíèÿ (21) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ íîðìàëèçîâàííûì âåêòîðîì ñðåäíèõ
U0(1) = E1(X)/||E1(X)|| ñðåäè íàáîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Ui. Äåé-
ñòâèòåëüíî, A = U0(1)Z

T
0(1) ñ Z0(1) = ||E1(X)||1K (êàæäàÿ èç êîìïî-

íåíò âåêòîðà 1K ∈ IRK ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå).
Ïðè äâîéíîì öåíòðèðîâàíèè ìû ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äî-

áàâëÿåì êðîìå U0(1) åùå îäèí âåêòîð U0(2) = 1L/
√

L. Òîãäà

A = U0(1)Z
T
0(1) + U0(2)Z

T
0(2)

ñ Z0(2) =
√

LE12(X). Îïðåäåëèì

λ0(1) = ||Z0(1)|| = ||E1(X)||
√

K è λ0(2) = ||Z0(2)|| = ||E12(X)||
√

L.

Áîëåå òîãî, ïóñòü V0(1) = Z0(1)/
√

λ0(1) è V0(2) = Z0(2)/
√

λ0(2). Íàçî-
âåì

(
U0(i)), V0(i), λ0(i)

)
(i = 1, 2) òðîéêàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ñðåä-

íèõ.
Òàê êàê A(X) è B(X) îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è âñåì îñòàëü-

íûì ñîñòàâëÿþùèì ðàçëîæåíèÿ, òî äëÿ äâîéíîãî öåíòðèðîâàíèÿ
ñïðàâåäëèâî

||X||2M = λ0(1) + λ0(2) +
d∑

i=1

λi

(äëÿ îäíîêðàòíîãî öåíòðèðîâàíèÿ ñëàãàåìîå λ0(2) îïóñêàåòñÿ). Ñëå-
äîâàòåëüíî, äîëè òðîåê ñðåäíèõ ñðåäè âñåõ òðîåê ðàâíû

λ0(1)/||X||2M, λ0(2)/||X||2M è λi/||X||2M.

Çàìåòèì, ÷òî áàçîâûé âàðèàíò ìåòîäà SSA íå èñïîëüçóåò íè-
êàêîãî öåíòðèðîâàíèÿ. Òåì íå ìåíåå åñòü ñèòóàöèè, êîãäà öåíòðè-
ðîâàíèå ìîæåò äàòü íåêîòîðîå ïðåèìóùåñòâî.
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Äëÿ âàðèàíòîâ SSA ñ öåíòðèðîâàíèåì ìîæíî åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì îáîáùèòü ïîíÿòèå ðàçäåëèìîñòè êîìïîíåíò ðÿäà.

Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè ãàðìîíèêè
îò êîíñòàíòíîãî òðåíäà ñ ïîìîùüþ SSA ñ îäíîêðàòíûì öåíòðè-
ðîâàíèåì ñëàáåå, ÷åì ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî âàðèàíòà SSA. Ïðè ýòîì
êîíñòàíòíîìó òðåíäó ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà òðîéêà, à èìåííî
òðîéêà ïåðâîãî ñðåäíåãî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëî-
âèÿ îòäåëèìîñòè ãàðìîíèêè îò ëèíåéíîãî òðåíäà ñ ïîìîùüþ SSA
ñ äâîéíûì öåíòðèðîâàíèåì ñëàáåå, ÷åì ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî âàðè-
àíòà SSA (ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî âàðèàíòà ëèíåéíûé òðåíä âîîáùå
òî÷íî íå îòäåëèì íè îò êàêîãî ðÿäà). Ïðè ýòîì ëèíåéíîìó òðåíäó
ñîîòâåòñòâóåò îáå òðîéêè ñðåäíèõ (è òîëüêî îíè). Îòñþäà åñëè ðÿä
F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå F = F (1) + F (2), ãäå F (1) �
êîíñòàíòíûé èëè ëèíåéíûé ðÿä, à ðÿä F (2) êîëåáëåòñÿ âîêðóã íó-
ëÿ, òî ïðèìåíåíèå SSA ñ ñîîòâåòñòâåííî îäíîêðàòíûì èëè äâîéíûì
öåíòðèðîâàíèåì ìîæåò äàòü óëó÷øåíèå ðàçäåëèìîñòè.

Ðàçíèöà ìåæäó ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè ìåòîäà íàèáîëåå ÿðêî
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íåáîëüøèõ äëèíàõ ðÿäà; äëÿ äëèííûõ ðÿäîâ êàê
áàçîâûé âàðèàíò, òàê è âàðèàíò ñ öåíòðèðîâàíèåì äàäóò ïðèáëèçè-
òåëüíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå âàðèàíòà SSA ñ äâîéíûì öåí-
òðèðîâàíèåì êàê ìåòîäà âûäåëåíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà ñ ëèíåéíûì
ðåãðåññèîííûì àíàëèçîì. Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâà ìåòîäà èìåþò ðàç-
ëè÷íîå ïðîèñõîæäåíèå è ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòà-
òàì. ×òî êàñàåòñÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè, òî ýòî ôîðìàëüíàÿ ïðîöå-
äóðà, ñëóæàùàÿ äëÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ðÿäà ïî ìåòîäó íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ðåçóëüòàòîì åå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,
äàæå åñëè ðÿä âîîáùå íå èìååò ëèíåéíîé òåíäåíöèè. Ñîâåðøåí-
íî äðóãîé ïîäõîä ñ òî÷êè çðåíèÿ SSA ñ äâîéíûì öåíòðèðîâàíèåì,
ïðè êîòîðîì ëèíåéíàÿ êîìïîíåíòà âûäåëÿåòñÿ (êàê ïðàâèëî, ïðè-
áëèæåííî), òîëüêî åñëè äîñòàòî÷íî ñèëüíàÿ ëèíåéíàÿ òåíäåíöèÿ
äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ðàçíèöó ìåæäó ìåòîäàìè íà ïðèìåðå ðÿäà FN ñ
fn = an + b + 5 sin(2πn/T ), a = 1, b = 0, ïåðèîäîì T = 10, äëèíîé
ðÿäà N = 19. Âîçüìåì äëèíó îêíà L ðàâíîé 10. Ïðè ãðóïïèðîâêå
òðîåê ïåðâîãî è âòîðîãî ñðåäíåãî ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè êîìïî-
íåíòó ðÿäà, îïèñûâàåìóþ ðàâåíñòâîì f

(1)
n = n. Ïðè ïðèìåíåíèè

ëèíåéíîé ðåãðåññèè â êà÷åñòâå îöåíîê a è b ïîëó÷àòñÿ èñêàæåííûå
ðåçóëüòàòû: ã = 0.77 è b̃ = 2.22. Ýòî ðàñõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
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ñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñòàâèòñÿ ñïåöèôè÷åñêàÿ
çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî ïðåäñêàçàíèÿ, à íå âûäåëåíèÿ òðåí-
äà êàê òàêîâîãî.

5.2. Ñòàöèîíàðíûå âðåìåííûå ðÿäû è òåïëèöåâ
âàðèàíò SSA

Åñëè äëèíà N ðÿäà F íå î÷åíü âåëèêà è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðÿä F ñòàöèîíàðåí, òî îáû÷íî ðåêîìåíäóåòñÿ çàìåíèòü ìàòðèöó
S = XXT íåêîòîðîé äðóãîé ìàòðèöåé, ó÷èòûâàÿ ñòàöèîíàðíîñòü
èñõîäíîãî ðÿäà. Çàìåòèì ñïåðâà, ÷òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü
L-êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó C = S/K âìåñòî S äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû X. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàçíèöà ìåæäó ñèíãóëÿðíûìè ðàçëîæåíèÿìè íà îñíîâå ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö S è C ëåæèò òîëüêî â
âåëè÷èíå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ó ìàòðèöû S îíè â K ðàç áîëüøå);
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ó íèõ îäèíàêîâû. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçî-
âàíèå ìàòðèö S è C ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó.

Îáîçíà÷èì cij = cij(N) ýëåìåíòû L-êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-
öû C. Åñëè âðåìåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è K → ∞, òî
lim cij = Rf (|i− j|) ïðè N →∞, ãäå Rf (k) îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñäâèãó k çíà÷åíèå êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè ðÿäà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãëàâíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå òåïëèöå-
âîé ìîäèôèêàöèè L-êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè çíà-
÷åíèÿìè c̃ij íà êàæäîé äèàãîíàëè |i − j| = k. Åñòåñòâåííî, ñõîäè-
ìîñòü c̃ij → Rf (|i− j|) äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ.

Âîçüìåì îäíó èç ñòàíäàðòíûõ îöåíîê êîâàðèàöèîííîé ôóíê-
öèè. Òîãäà äëÿ âðåìåííîãî ðÿäà F = (f0, . . . , fN−1) è äëèíû îêíà
L ðàññìîòðèì ìàòðèöó C̃ ñ ýëåìåíòàìè

c̃ij =
1

N − |i− j|
N−|i−j|−1∑

m=0

fmfm+|i−j|, 1 ≤ i, j ≤ L,

âìåñòî L-êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû áàçîâîãî âàðèàíòà ìåòîäà SSA
C = S/K ñ ýëåìåíòàìè

cij =
1
K

K−1∑
m=0

fm+i−1fm+j−1, 1 ≤ i, j ≤ L.
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Ïîëó÷èâòåïëèöåâó L-êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó C̃, ìû âû÷èñ-
ëèì åå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû H1, . . . , HL è çà-
òåì ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå òðàåêòîðíîé ìàòðèöû

X =
L∑

i=1

HiZ
T
i ,

ãäå Zi = XTHi. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì òåïëèöåâî îðòîãîíàëü-
íîå ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå. Ïîëîæèâ λi = ||Zi||2 è Qi = Zi/

√
λi

(çäåñü ìû ôîðìàëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî C̃ èìååò ïîëíûé ðàíã),
ìû ïðèäåì ê ðàçëîæåíèþ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû X â ñóììó ýëå-
ìåíòàðíûõ ìàòðèö, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàëîñü ïðè ñèíãóëÿð-
íîì ðàçëîæåíèè. Ãðóïïèðîâêà è äèàãîíàëüíîå óñðåäíåíèå ìîãóò
áûòü ïðîèçâåäåíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà λi

(èõ ìîæíî íàçâàòü êâàäðàòàìè òåïëèöåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë),
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû C̃.

Åñëè èñõîäíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîíñòàíòíîãî ðÿäà è íåêî-
òîðîãî ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà, òî îäíèì èç ñïîñîáîâ ñäåëàòü åãî ñòà-
öèîíàðíûì � ýòî ïðîèçâåñòè öåíòðèðîâàíèå âñåãî ðÿäà öåëèêîì
ñ ïîìîùüþ âû÷èòàíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííîãî ïî âñåìó
ðÿäó. Äðóãîé ñïîñîá � ýòî ïðèìåíèòü îïåðàöèþ îäíîêðàòíîãî öåí-
òðèðîâàíèÿ ê òðàåêòîðíîé ìàòðèöå ðÿäà.

Òåïëèöåâ âàðèàíò SSA ìîæåò èìåòü ïðåèìóùåñòâî ïðè ïðè-
ìåíåíèè åãî ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó, îñîáåííî ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ
êîðîòêèõ ðÿäîâ. Îäíàêî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ íåñòàöèîíàð-
íûõ ðÿäîâ áàçîâûé âàðèàíò ìåòîäà áóäåò äàâàòü ëó÷øèé ðåçóëüòàò.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî òåïëèöåâî ðàçëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì (ìèíèìàëüíûì), ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëîæåíèþ êîìïîíåíò
ðÿäà íà áîëüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèíãóëÿðíûì ðàç-
ëîæåíèåì è òåì ñàìûì çàòðóäíèòü èäåíòèôèêàöèþ è óñèëèòü ïðî-
áëåìó áëèçêèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (ïðîáëåìó îòñóòñòâèÿ ñèëüíîé
ðàçäåëèìîñòè).

5.3. Áëèçêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ïîñëåäîâàòåëüíûé
ìåòîä SSA

Êàê óæå îáñóæäàëîñü, áëèçêèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà â ñèíãóëÿð-
íîì ðàçëîæåíèè ñîçäàþò òðóäíîñòè, ïðåîäîëåòü êîòîðûå ñëîæíî ñ
ïîìîùüþ òîëüêî âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðà L. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî
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ïðåäëîæèòü íåñêîëüêî òåõíîëîãèé, ïîìîãàþùèõ ðåøèòü ýòó ïðî-
áëåìó. Îäíà èç íèõ � ýòî äîáàâëåíèå ê êîìïîíåíòå ðÿäà åé ïî-
äîáíîé, ÷òî óñèëèâàåò (â îáùåì ñëó÷àå, èçìåíÿåò) åå âêëàä. Íà-
ïðèìåð, åñëè â ðÿäå ïðèñóòñòâóåò êîíñòàíòíûé òðåíä, òî ìîæíî ê
ðÿäó äîáàâèòü íåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Åñëè â ðÿäå ïðèñóòñòâóåò ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ è ïåðèîä åå èçâåñòåí, òî ê ðÿäó ìîæíî
äîáàâèòü ãàðìîíèêó ñ òàêèì æå ïåðèîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå âêëàä ãàð-
ìîíèêè äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ðÿäà èçìåíèòñÿ (áóäåò áîëüøå èëè
ìåíüøå â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ôàç èñõîäíîé è äîáàâëåííîé
ãàðìîíèê). Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâî-
ëÿþò èçìåíèòü ñîîòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçíûì êîìïîíåíòàì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîäîëåòü ïðîáëåìó îò-
ñóòñòâèÿ ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè.

Äðóãèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñìåøåíèÿ êîìïîíåíò âðå-
ìåííîãî ðÿäà (ò. å. ïðîáëåìû ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ
ñëàáî ðàçäåëèìûõ êîìïîíåíò) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíå-
íèå SSA ê ðÿäó (òàê íàçûâàåìûé ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä SSA).

Îïèøåì äâóõøàãîâûé ïîñëåäîâàòåëüíûé SSA. Ñíà÷àëà ìû èç-
âëåêàåì íåñêîëüêî êîìïîíåíò ðÿäà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé äëèíû
îêíà L1. Çàòåì ñíîâà ïðèìåíÿåì áàçîâûé ìåòîä SSA ê îñòàòêàì è
èçâëåêàåì îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû ðÿäà. Äëèíà îêíà L2 íà âòîðîì
øàãå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò L1.

Èìåÿ äâà íàáîðà êîìïîíåíò ðÿäà, ìû ìîæåì çàòåì ãðóïïèðî-
âàòü èõ âìåñòå. Íàïðèìåð, åñëè íà ïåðâîì øàãå ìû èçâëåêëè îñíîâ-
íóþ ÷àñòü òðåíäà, à íà âòîðîì � åãî óòî÷íÿþùèå êîìïîíåíòû, òî
çàòåì ìû ìîæåò èõ ñëîæèòü è ïîëó÷èòü óòî÷íåííûé òðåíä.

Ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèåé, ïðè êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíûé SSA
õîðîøî ðàáîòàåò, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåíä
ðÿäà èìååò ñëîæíóþ ôîðìó. Åñëè ìû âûáåðåì áîëüøóþ äëèíó îê-
íà L, òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòû òðåíäà ðÿäà (à ñëîæíûé òðåíä ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ íà ìíîãî êîìïîíåíò) ìîãóò ñìåøàòüñÿ ñ äðóãèìè êîì-
ïîíåíòàìè ðÿäà. Ïðè âûáîðå ìàëåíüêîãî L ìû ñìîæåì âûäåëèòü
òðåíä, íî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñìåøèâàíèþ îñòàëüíûõ èíòåðåñó-
þùèõ íàñ êîìïîíåíò ðÿäà (òàê êàê ïðè ìàëåíüêèõ äëèíàõ îêíà
ïðèáëèæåííàÿ ðàçäåëèìîñòü ìîæåò îòñóòñòâîâàòü).

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîå ïðèìåíåíèå SSA, ñíà÷àëà ñ ìàëåíüêîé äëèíîé îêíà L1

äëÿ âûäåëåíèÿ òðåíäà, à çàòåì ïðèìåíåíèå SSA ê îñòàâøåéñÿ ÷à-
ñòè ðÿäà ñ áîëüøèì L2.



6. Ïðèëîæåíèå A: ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå
ìàòðèö

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ âåùåñòâåí-
íûõ ìàòðèö, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
áàçîâîãî ìåòîäà SSA.

6.1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
Ïóñòü X � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà ñ L > 1 ñòðîêàìè è K > 1

ñòîëáöàìè. Òîãäà S def= XXT � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà L× L.
Êàê è ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ìàòðèöà S èìååò L ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ò. e. ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ U1, . . . , UL, òàêèõ ÷òî

SUi = λiUi ,

ãäå λi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
ìàòðèöû S. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Ui,
i = 1, . . . , L, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ìû ìîæåì âûáðàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ui îðòîíîðìàëüíû-
ìè, ò. e. (Ui, Uj) = 0 äëÿ i 6= j (ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè) è
||Ui|| = 1 (íîðìèðîâêà), ãäå (X,Y ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ, à ||X|| =

√
(X,X) � íîðìà âåêòîðà X.

Áîëåå òîãî, ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé, ò. e. λi ≥ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , L.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ðàñïîëîæåíû â
óáûâàþùåì ïîðÿäêå: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λL ≥ 0.

Îáîçíà÷èì d � ÷èñëî íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
S. Åñëè d < L, λd > 0 è λd+1 = 0, òî âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè d, ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè. Åñëè λL > 0,
òî d = L. Òàê êàê d ðàâíÿåòñÿ ðàíãó ìàòðèöû X, ìû ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî d ≤ min(L,K).

Äëÿ 1 ≤ i ≤ d ïîëîæèì

Vi =
1√
λi

XTUi. (22)

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Âåêòîðû Ui è Vi îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè.
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1. Ïóñòü 1 ≤ i, j ≤ d. Òîãäà (Vi, Vj) = 0 äëÿ i 6= j è ||Vi|| = 1.
Åñëè i > d, òî XTUi = 0K ∈ IRK , ãäå 0K � íóëåâîé âåêòîð.

2. Vi ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû XTX, ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λi.

3. Åñëè 1 ≤ i ≤ d, òî

Ui =
1√
λi

XVi .

4. Åñëè K > d, òî âñå îñòàëüíûå K−d ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû XTX ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.

5. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

X =
d∑

i=1

√
λiUiV

T
i . (23)

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ðàâåíñòâî (23) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì
ðàçëîæåíèåì (SVD) ìàòðèöû X, ÷èñëà

√
λi � ñèíãóëÿðíûìè ÷èñ-

ëàìè ìàòðèöû X, à âåêòîðû Ui è Vi íàçûâàþòñÿ ëåâûì è ïðàâûì
ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû X. Íàáîð (

√
λi, Ui, Vi) íàçûâà-

åòñÿ i-é ñîáñòâåííîé òðîéêîé ìàòðèöû X.
Îáñóäèì åäèíñòâåííîñòü ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (23). Êî-

íå÷íî, åäèíñòâåííîñòü â äàííîì ñëó÷àå íå ìîæåò ïîíèìàòüñÿ áóê-
âàëüíî. Âî-ïåðâûõ, òàê êàê (−Ui) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì ìàòðèöû S, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λi, òî â
(23) ìû ìîæåì çàìåíèòü îäíó èëè áîëåå ïàð (Ui, Vi) íà (−Ui,−Vi),
íå ìåíÿÿ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (23).

Áîëåå òîãî, ñîâïàäàþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîðîæäàþò áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçíûõ ñèíãóëÿðíûõ ðàçëîæåíèé. Åñëè, íàïðèìåð,
λ

def= λ1 = λ2 > λ3, òî îïðåäåëåíî òîëüêî äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, è â êà÷å-
ñòâå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîãóò áûòü âûáðàíû ëþáûå âåêòîðû U1

è U2, ñîñòàâëÿþùèå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ýòîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû U1 è U2 (òàêæå, êàê è âåêòîðû V1,
V2) íå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè λ1 = λ2 > λ3,
òî îáå ìàòðèöû

√
λ1U1V

T
1 è

√
λ2U2V

T
2 èìåþò ñìûñë òîëüêî â ñóììå

(ñóììà íå çàâèñèò îò âûáîðà U1 è U2), íî íå êàæäàÿ ïî îòäåëüíîñòè.
Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, åäèíñòâåííîñòü ñèíãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå ñëåäóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü P1, . . . , PL è Q1, . . . , QL � íåêî-
òîðûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû â IRL è IRK , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå êîí-
ñòàíòû c1 ≥ . . . ≥ cL ≥ 0, ÷òî

X =
L∑

i=1

ciPiQ
T
i . (24)

Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (23) ìàòðèöû X. Òîãäà:
1. cd > 0 è cd+1 = . . . = cL = 0.
2. c2

i = λi äëÿ 1 ≤ i ≤ d.
3. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , d âåêòîð Pi ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì ìàòðèöû XXT, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñ-
ëó λi.

4. Qi = XTPi/
√

λi (i = 1, . . . , d).
5. Åñëè âñå ÷èñëà ci ðàçëè÷íû, òî (24) ñîâïàäàåò ñ (23) ñ òî÷-

íîñòüþ äî çíàêà Ui è Vi.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü I ⊂ {1, . . . , d}, J = {1, . . . , d} \ I. Ïî-
ëîæèì

XI =
∑

i∈I

√
λiUiV

T
i

è XJ
def= X−XI . Òîãäà ðàçëîæåíèå

XJ =
∑

i∈J

√
λiUiV

T
i

ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû XJ .

6.2. Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (23) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ìàò-

ðè÷íîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì Ud = [U1 : . . . : Ud],
Vd = [V1 : . . . : Vd], è ïóñòü Λd � äèàãîíàëüíàÿ d × d ìàòðèöà ñ
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λi â êà÷åñòâå i-x äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Òîãäà (23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

X = UdΛ
1/2
d VT

d , (25)
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êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìîé ñèíãóëÿðíîãî
ðàçëîæåíèÿ.

Ðàâåíñòâî (25) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå, èçâåñòíîé êàê
êâàçè-äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû X. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â IRL

ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ L×L ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Êàê ñëåäóåò èç (25), ìîæíî âûáðàòü ïîäõîäÿùèå áàçèñû â
IRL è IRK òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ìàòðèöû X.

Ïóñòü U = [U1 : . . . : UL] è V = [V1 : . . . : VK ]. (Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå d < K ìû âûáèðàåì Vd+1, . . . , VK êàê îðòîíîðìèðî-
âàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû.)

Ìàòðèöû U è V � L × L è K ×K óíèòàðíûå ìàòðèöû (èëè
ìàòðèöû âðàùåíèÿ). Äëÿ ìàòðèöû U ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ âåêòîðîâ X, Y ∈ IRL ðàâåíñòâî (UX,UY ) = (X,Y ) ñïðàâåä-
ëèâî è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà U, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå IRL 7→ IRL, ñîõðàíÿåò âåêòîðíûå íîðìû è óãëû ìåæäó
âåêòîðàìè. Äðóãîé õàðàêòåðèçàöèåé ñâîéñòâà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâî U−1 = UT.

Îáîçíà÷èì Λ ìàòðèöó òàêîé æå ðàçìåðíîñòè, êàê è èñõîäíàÿ
ìàòðèöà X ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λii = λi ïðè 1 ≤ i ≤ d
è âñåìè îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà (25) ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

X = UΛ1/2VT or Λ1/2 = UTXV. (26)

Ðàâåíñòâî (26) èìååò ñìûñë êâàçè-äèàãîíàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìàòðèöû X. Ïðè ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ U1, . . . , UL â IRL è V1, . . . , VK

â IRK (äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðàâèëüíî ïîäîáðàí-
íûõ âðàùåíèé) ëþáàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ L×K ìàòðèöà èìååò êâàçè-
äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Λ1/2. Òåðìèí ¾âðàùåíèå¿ çäåñü èñ-
ïîëüçîâàí, òàê êàê ïåðåõîä îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
ê äðóãîìó áàçèñó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ìàòðèöû âðàùåíèÿ, òàêîé êàê U è V.
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6.3. Îðòîãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ è SVD
Â ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè (23) ïîëîæèì Xi =

√
λiUiV

T
i . Òî-

ãäà (23) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

X = X1 + . . . + Xd. (27)

Ìàòðèöû Xi èìåþò ðàíã, ðàâíûé 1 (áóäåì íàçûâàòü òàêèå ìàòðèöû
ýëåìåíòàðíûìè). Áîëåå òîãî, ìàòðèöû Xi ÿâëÿþòñÿ áèîðòîãîíàëü-
íûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî XiXT

j = 0LL è XT
i Xj = 0KK äëÿ i 6= j.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (27) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì (â ñìûñëå ïðåäëîæåíèÿ 6.2) ðàçëîæåíèåì ìàòðè-
öû X íà áèîðòîãîíàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Ñðåäè âñåõ
ðàçëîæåíèé íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îíî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì (ñîñòîèò èç ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ìàò-
ðèö).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîML,K âåùåñòâåííûõ L×K
ìàòðèö ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
êîíñòàíòó. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà
LK. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü X = (xij)

L,K
i,j=1 è Y = (yij)

L,K
i,j=1 � ìàòðèöû èç ML,K .

Òîãäà

〈X,Y〉M =
L∑

i=1

K∑

j=1

xijyij . (28)

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ðàâåíñòâî

||X||2M = 〈X,X〉M =
L∑

i=1

K∑

j=1

x2
ij

çàäàåò êâàäðàò ìàòðè÷íîé íîðìû (îáû÷íî íàçûâàåìîé ìàòðè÷íîé
íîðìîé Ôðîáåíèóñà), à òîæäåñòâî distM(X,Y) = ||X−Y||M èìååò
ñìûñë ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàòðèöàìè X è Y.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (28) � ýòî îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðîâ â IRLK (ñ ýëåìåíòàìè xij è yij) è íå çàâèñèò îò
ïðÿìîóãîëüíîé ñòðóêòóðû ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, (28) íå çàâèñèò îò
ïåðåñòàíîâêè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ó÷èòûâàåò
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ìíîãèå âàæíûå ìàòðè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê, íàïðèìåð,
ðàíã ìàòðèöû.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (27) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì íàM-îð-
òîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ||Xi||2 = λi. Ïîýòîìó

||X||2M = λ1 + . . . + λd

è ñîáñòâåííîå ÷èñëî λi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âêëàä ìàòðèöû
Xi =

√
λiUiV

T
i (èëè âêëàä ñîáñòâåííîé òðîéêè (

√
λi, Ui, Vi)) â ñèí-

ãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (27).

6.4. Îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
Îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ îñíîâàíû íà

ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë/âåêòîðîâ. Ýòè ñâîé-
ñòâà õîðîøî èçâåñòíû.

Îáîçíà÷èì Mk ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, ðàíã êîòîðûõ íå ïðå-
âûøàåò k.

Ïóñòü (
√

λi, Ui, Vi) � ñîáñòâåííûå òðîéêè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-
æåíèÿ (23). Îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà SVD ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 6.4.
1. min

Y∈Mk

||X−Y||2M =
d∑

i=k+1

λi.

2. Åñëè âçÿòü

Y0 =
k∑

i=1

√
λiUiV

T
i ∈Mk,

òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

||X−Y0||2M = min
Y∈Mk

||X−Y||2M.

Ïðåäëîæåíèå 6.4 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ k ÷ëåíîâ
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ äàåò íàèëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ èñõîä-
íîé ìàòðèöû ìàòðèöåé ðàíãà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k. Ïåðâûé ïóíêò
ïðåäëîæåíèÿ äàåò âèä îøèáêè òàêîé àïïðîêñèìàöèè.

Ñôîðìóëèðóåì äàííîé ñâîéñòâî îïòèìàëüíîñòè íåñêîëüêî ïî-
äðóãîìó. Ïóñòü X = [X1 : . . . : XK ].
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Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ìèíèìóì

min
L

K∑

i=1

dist2(Xi,L)

ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé k, äî-
ñòèãàåòñÿ íà L = span(Ui, . . . , Uk).

Åñòåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòèõ äâóõ (ýêâèâàëåíòíûõ) îï-
òèìàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ÿâëÿåòñÿ

||X−Y0||2M
||X||2M

=
λk+1 + . . . + λd

λ1 + . . . + λd
.

Åñëè èìåòü äåëî íå ñ îïòèìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé è ïîëîæèòü

XI =
∑

i∈I

√
λiUiV

T
i

ñ I = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . , d}, j1 > . . . > jk, è k < d, òî

1− ||X−XI ||2M
||X||2M

=
λj1 + . . . + λjk

λ1 + . . . + λd
. (29)

Îïðåäåëåíèå 6.2. Âåëè÷èíà, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (29), íà-
çûâàåòñÿ äîëåé ñîáñòâåííûõ òðîåê ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk.

Äðóãîå îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìûìè ãëàâíûìè âåêòîðàìè íàáîðà âåê-
òîðîâ X1, . . . , XK ∈ IRL. Ïóñòü X,P ∈ IRL, X 6= 0L, ||P || = 1. Òî-
ãäà (X, P )P ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé X íà îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
LP = span (P ), è c = |(X, P )| � íîðìà ýòîé ïðîåêöèè. ×èñëî
c = c(P ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè
âåêòîðà X ïðîñòðàíñòâîì LP : ÷åì áîëüøå c = c(P ), òåì ëó÷øå X
àïïðîêñèìèðóåòñÿ span (P ).

Åñëè ìû õîòèì íàéòè P , òàêîå ÷òî LP àïïðîêñèìèðóåò íà-
áîð âåêòîðîâ X1, . . . , XK íàèëó÷øèì îáðàçîì, òî ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å: íàéòè òàêîé âåêòîð P0, ÷òî
||P0|| = 1 è

ν1
def=

K∑

i=1

(Xi, P0)2 = max
P

K∑

i=1

(Xi, P )2, (30)
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ãäå ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (30) áåðåòñÿ ïî âñåì P ∈ IRL ñ ||P || = 1.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ ñèíãóëÿðíîãî
ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó X = [X1 : . . . :
XK ] è åå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (23). Òîãäà:

1. Âåêòîð P0 = U1 äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (30) ñ ν1 = λ1.
2. Ïóñòü P0 � ðåøåíèå ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è:

νk
def=

K∑

i=1

(Xi, P0)2 = max
P

(k)
K∑

i=1

(Xi, P )2 , (31)

ãäå ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (31) áåðåòñÿ ïî âñåì P ∈ IRL, òàêèì
÷òî ||P || = 1 è (P,Ui) = 0 ïðè 1 ≤ i < k. Åñëè k ≤ d, òî âåêòîð
P0 = Uk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (31) è νk = λk. Åñëè k > d, òî
νk = 0.

Ïðåäëîæåíèå 6.6 ïîçâîëÿåò íàì íàçâàòü âåêòîð Ui i-ì ãëàâíûì
âåêòîðîì íàáîðà âåêòîðîâ X1, . . . , XK .

Ïîëîæèì cj(Ui) = (Xj , Ui). Òàê êàê

Xj =
d∑

i=1

cj(Ui)Ui,

êîýôôèöèåíò cj(Ui) íàçûâàåòñÿ i-é ãëàâíîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà
Xj . À âåêòîð

Zi = (c1(Ui), . . . , cK(Ui))T = XTUi

åñòåñòâåííî íàçâàòü âåêòîðîì i-õ ãëàâíûõ êîìïîíåíò .
Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (22), Zi =

√
λiVi è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-

íèå (23) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îäíîâðåìåííîå ðàçëîæåíèå
âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû X ïî áàçèñó èç èõ ãëàâíûõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé â àíàëèçå ãëàâíûõ êîìïîíåíò
â ñòàòèñòèêå, êîãäà ñòîëáöû ìàòðèöû X îáðàçóþò L-ìåðíóþ âûáîð-
êó îáúåìà K. Çàìåòèì, ÷òî òåðìèí ôàêòîðíûå âåêòîðû, ïðèìå-
íÿåìûé äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ Vi, òàêæå èìååò ñòàòèñòè÷åñêîå
ïðîèñõîæäåíèå.

Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì âåêòîðû Vi ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè âåê-
òîðàìè äëÿ ñòðîê ìàòðèöû X,

√
λiUi � âåêòîðû èç ãëàâíûõ êîìïî-

íåíò. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (23) ïîðîæäàåò äâå
ñèñòåìû ãëàâíûõ âåêòîðîâ è äâà ðàçëîæåíèÿ ïî ýòèì ñèñòåìàì.



7. Ïðèëîæåíèå B: ïðèìåð àíàëèçà
âðåìåííîãî ðÿäà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîäèêó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ¾Ãóñåíèöà¿-
SSA íà ïðèìåðå àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà FORT (îáúåìû ìåñÿ÷-
íûõ ïðîäàæ êðåïëåíûõ âèí â Àâñòðàëèè ñ ÿíâàðÿ 1984 ãîäà ïî
èþíü 1994 ãîäà (ðèñ. 3∗)). Òàê êàê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ñàì ðÿä äëèíû N = 174, òàê è åãî ïîäðÿä, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ
120 òî÷åê, òî òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèÿ FORT174 äëÿ âñåãî ðÿäà è FORT120 äëÿ óêîðî÷åííîãî ðÿäà.
Ïðèâåäåííûå ãðàôèêè áóäóò îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ èëëþñòðàöèåé
òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòîâ ìåòîäà.

Âèçóàëüíûé àíàëèç ðÿäà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3, ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ðÿä èìååò òðåíä, êîòîðûé äîëæåí õîðîøî îïèñûâàòüñÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé ëèáî óáûâàþùåé ýêñïîíåíòîé, à òàêæå ñåçîííîå
ïîâåäåíèå äîâîëüíî ñëîæíîé ìåíÿþùåéñÿ ôîðìû. Ïåðèîäîãðàììà
öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà (äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðåçêîñòè èçîáðàæåíèÿ îíà
ïîñòðîåíà ïî ïåðâûì 168 òî÷êàì, òàê êàê 168 êðàòíî äâåíàäöàòè,
÷èñëó ìåñÿöåâ â ãîäó) ïîäòâåðæäàåò òàêîå ïðåäïîëîæåíèå (ðèñ. 4).

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà ðàçëîæåíèÿ äàííîãî ðÿäà íà òðè êîì-
ïîíåíòû � òðåíä, ñåçîííóþ êîìïîíåíòó è øóì.

Âûáîð äëèíû îêíà. Ïîñ÷èòàåì, êàêàÿ ìîæåò áûòü ðàçìåð-
íîñòü ó ñèãíàëà (ñîñòîÿùåãî èç òðåíäà è ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåí-
òû). Òðåíä ðÿäà FORT ñêîðåå âñåãî îïèñûâàåòñÿ 1�2 ñîáñòâåííûìè
òðîéêàìè, ñåçîííàÿ êîìïîíåíòà ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ãàðìîíè÷åñêèå
ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè 1/12 (ãîäîâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü), 1/6=2/12
(ïîëóãîäîâàÿ), 1/4=3/12, 1/3=4/12, 1/2.4=5/12, 1/2=6/12. Âñå ãàð-
ìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè, ìåíüøèìè, ÷åì 1/2, èìåþò ðàçìåðíîñòü 2, ãàð-
ìîíèêà ñ ïåðèîäîì äâà èìååò ðàçìåðíîñòü 1 (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
àìïëèòóäû êàæäîé èõ ãàðìîíèê ìåíÿþòñÿ ïî ýêñïîíåíòå, âîçìîæ-
íî ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè äëÿ ðàçíûõ ÷àñòîò). Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäïîëàãàåìàÿ ðàçìåðíîñòü ðÿäà íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü 13. Åñ-
ëè áû ðÿä íå ñîäåðæàë øóìà è êîìïîíåíòû ðÿäà áûëè ñòðîãî ðàç-
äåëèìû, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ ðÿäà íà òðåíä è ñåçîííóþ
êîìïîíåíòó äîñòàòî÷íî áûëî áû âçÿòü äëèíó îêíà, ðàâíîé 13. Îä-
íàêî äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ òî÷íàÿ ðàçäåëèìîñòü ïðàêòè÷åñêè íå
âñòðå÷àåòñÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè î
∗Ðèñ. 3�13 ñì. íà ñ. 69�74
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ïðèáëèæåííîé (àñèìïòîòè÷åñêîé) ðàçäåëèìîñòè ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùåãîñÿ òðåíäà è ãàðìîíèêè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ëó÷øåé òî÷íîñòè ìû
äîëæíû âûáðàòü äëèíó îêíà áîëüøîé, áëèçêîé ê ïîëîâèíå äëèíû
ðÿäà (òàê êàê ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îøèáêè ðàçäåëèìîñòè ê íóëþ
èìååò ïîðÿäîê 1/ min(L, K), ãäå K = N − L + 1, N � äëèíà ðÿ-
äà). Òàê êàê êðàòíîñòü L è K ïåðèîäó äîëæíà óëó÷øàòü îòäåëè-
ìîñòü ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû, ïðè÷åì áîëåå âàæíà êðàòíîñòü
ìåíüøåãî èç ýòèõ ÷èñåë, òî âûáåðåì äëèíó îêíà, ðàâíîé L = 84
(N = 174, ñëåäîâàòåëüíî, K = 91).

Ïîäõîä ê èäåíòèôèêàöèè ñîáñòâåííûõ òðîåê. Ðàññìîò-
ðèì ðåçóëüòàò ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ òðàåêòîðíîé ìàòðèöû ðÿ-
äà ïðè òàêîì âûáîðå äëèíû îêíà. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èç ïåðâûõ øåñòè ñîáñòâåííûõ òðîåê ñèíãó-
ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âèä ôàêòîðíûõ âåêòîðîâ, èëè
ïðàâûõ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò âè-
äà ëåâûõ, òàê êàê äëèíà îêíà áëèçêà ê ïîëîâèíå äëèíû ðÿäà. Åñëè
áû ìû âçÿëè äëèíó îêíà ìåíüøå, òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåëè áû
áîëåå ðåãóëÿðíûé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ ôàêòîðíûìè, êîòîðûå ñîäåð-
æàëè áû â ñåáå, íàïðèìåð, èçìåíåíèå àìïëèòóä äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
êîìïîíåíò. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñîáñòâåííûõ òðîåê âîñïîëüçóåìñÿ
ðåçóëüòàòàìè î âèäå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåí-
äó è ãàðìîíèêàì ïðè óñëîâèè èõ ïðèáëèæåííîé ðàçäåëèìîñòè.

Èäåíòèôèêàöèÿ òðåíäà. Íà÷íåì ñ èäåíòèôèêàöèè òðåíäà.
Ìû çíàåì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå (â ÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííûå) âåêòîðû
èìåþò â öåëîì òàêîé æå âèä, êàê è êîìïîíåíòà èñõîäíîãî ðÿäà, êî-
òîðîé îíè ñîîòâåòñòâóþò. Ïîýòîìó íà îäíîìåðíûõ äèàãðàììàõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ íóæíî íàéòè ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû. Â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî îäèí, à èìåííî ïåðâûé ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð, èìååò òðåáóåìûé âèä. Òàê êàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå òðåíä îïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííîé ñîáñòâåííîé òðîé-
êîé, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåíä àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýêñïîíåíòîé. ×åì
ñëîæíåå ôîðìà òðåíäà, òåì áîëüøå åãî (ïðèáëèæåííàÿ) ðàçìåð-
íîñòü è òåì áîëüøåå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ òðîåê åìó ñîîòâåòñòâóåò.

Èäåíòèôèêàöèÿ ãàðìîíèê. Çàéìåìñÿ òåïåðü èäåíòèôèêà-
öèåé ãàðìîíè÷åñêèõ (âîçìîæíî, ñ ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé) êîì-
ïîíåíò, ïîðîæäåííûõ ñåçîííîé êîìïîíåíòîé èñõîäíîãî ðÿäà. Íà
ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå òðîéêè ñ íîìåðàìè 2�6, âîçìîæ-
íî, ñîîòâåòñòâóþò êàêèì-ëèáî ãàðìîíèêàì, òàê êàê èìåþò ðåãó-
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ëÿðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Îäíàêî ïîñêîëüêó ãàðìîíèêà ñ
ïåðèîäîì áîëüøèì, ÷åì 2, ïîðîæäàåò äâå ñîáñòâåííûå òðîéêè (êî-
ñèíóñ ñ ïåðèîäîì 2 ïîðîæäàåò òîëüêî îäíó ñîáñòâåííóþ òðîéêó,
ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû êîòîðîé èìåþò ïèëîîáðàçíûé âèä, à òàêèõ
íà îäíîìåðíûõ äèàãðàììàõ â äàííîì ñëó÷àå íå îáíàðóæåíî), òî
èñêàòü îòíîñÿùèåñÿ ê ãàðìîíèêàì ïàðû ñîáñòâåííûõ òðîåê óäîá-
íåå íà äâóìåðíûõ äèàãðàììàõ. Òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
äëèíå ðÿäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èìååò áëèç-
êèå çíà÷åíèÿ, òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíûå äèàãðàììû
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èç ñîñåäíèõ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì, ñîáñòâåííûõ òðîåê. Íà ðèñ. 6 ìîæíî ðàçëè÷èòü ðåãóëÿð-
íûå äâóìåðíûå èçîáðàæåíèÿ, îáðàçóþùèå äâóìåðíûå òðàåêòîðèè ñ
âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà êðèâîé, èìåþùåé ñïèðàëåîáðàçíóþ ôîð-
ìó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ïîðîæäåíà ìîäóëèðîâàííîé ãàðìîíè÷åñêîé êîìïîíåíòîé èñõîäíîãî
ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå òðîéêè (èñïîëü-
çóåì àááðåâèàòóðó ET � eigentriples) ET2,3 ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäó
12, ET4,5 � ïåðèîäó 4, ET6,7 � ïåðèîäó 6, ET8,9 � ïåðèîäó 2.4
(ãîâîðÿ î äðîáíîì ïåðèîäå, ìû èìååì â âèäó ãàðìîíèêó ñ ÷àñòî-
òîé, îáðàòíîé ýòîìó ïåðèîäó, â äàííîì ñëó÷àå � 5/12), ET10,11 �
ïåðèîäó 3.

Âñïîìîãàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ðàññìîòðèì, êàêàÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò ïîìî÷ü äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñîá-
ñòâåííûõ òðîåê (èëè ïîäòâåðäèòü òî, ÷òî ïîëó÷åíî). Ðèñ. 7, íà êî-
òîðîì èçîáðàæåíû ëîãàðèôìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîäòâåðæäà-
åò íàéäåííûå ïàðû ñîáñòâåííûõ òðîåê (êàæäîé ïàðå ñîîòâåòñòâóåò
¾ñòóïåíüêà¿).

Äðóãèì ïîëåçíûì ñðåäñòâîì èäåíòèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ìàòðè-
öà w-êîððåëÿöèé ìåæäó âîññòàíîâëåííûìè êîìïîíåíòàìè ðÿäà. Íà
ðèñ. 8 èçîáðàæåíû ïåðâûå 6 ôîðìàëüíî âîññòàíîâëåííûõ, ïî êàæ-
äîé ñîáñòâåííîé òðîéêå îòäåëüíî, êîìïîíåíò èñõîäíîãî ðÿäà (áó-
äåì íàçûâàòü òàêèå âîññòàíîâëåííûå êîìïîíåíòû ýëåìåíòàðíû-
ìè). Íàïîìíèì, ÷òî w-êîððåëÿöèÿ � ýòî âçâåøåííàÿ êîððåëÿöèÿ
ìåæäó âîññòàíîâëåííûìè ðÿäàìè è ðàâåíñòâî åå íóëþ ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçäåëèìîñòè êîìïîíåíò ðÿäà. Ðèñ. 9 ïîä-
òâåðæäàåò ïðîâåäåííóþ èäåíòèôèêàöèþ òåì, ÷òî âíóòðè ïàðû, ïî-
ðîæäàåìîé ãàðìîíèêîé, w-êîððåëÿöèÿ âûñîêà, à ìåæäó ïàðàìè è
òðåíäîì � áëèçêà ê íóëþ (ýòî ïîêàçûâàåò áåëûé öâåò ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ÿ÷ååê ìàòðèöû êîððåëÿöèé).
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Îòäåëåíèå ñèãíàëà îò øóìà. Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà âî-
ïðîñå îòäåëåíèÿ êîìïîíåíò, îòíîñÿùèõñÿ ê ñèãíàëó, îò øóìîâûõ
êîìïîíåíò. Âî-ïåðâûõ, íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ñèíãóëÿðíûõ âåêòî-
ðîâ ìîæåò ãîâîðèòü î ïðèíàäëåæíîñòè èõ ê íàáîðó, ïîðîæäåííîìó
øóìîâîé êîìïîíåíòîé (ýòè ñëó÷àè íóæíî íå ïóòàòü ñ ïåðåìåøèâà-
íèåì êîìïîíåíò, ïîðîæäåííûì îòñóòñòâèåì ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè
ðÿäîâ). Âî-âòîðûõ, ìåäëåííîå, ïî÷òè áåç ñêà÷êîâ, óáûâàíèå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ íåêîòîðîãî íîìåðà òàêæå ãîâîðèò îá ýòîì.
Â-òðåòüèõ, áîëüøîé íàáîð ñîáñòâåííûõ òðîåê, ïîðîæäàþùèõ êîð-
ðåëèðóþùèå äðóã ñ äðóãîì âîññòàíîâëåííûå êîìïîíåíòû, ñêîðåå
âñåãî îòíîñèòñÿ ê øóìó. Ðèñ. 9 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå òðîéêè
ñ íîìåðàìè 14�84 êàê ðàç îáðàçóþò òàêîé áëîê. Âîïðîñ âûçûâàåò
ïàðà ET12,13. C îäíîé ñòîðîíû, îíà äîâîëüíî õîðîøî îòäåëÿåò-
ñÿ îò îñòàòêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðèîäîãðàììà ðÿäà ïîêàçûâàåò,
÷òî ïåðèîä ó âîññòàíîâëåííîé íà îñíîâå ïàðû ET12,13 êîìïîíåíòû
ðàâåí ïðèìåðíî 2.33. Òàêîé ïåðèîä, íåîáúÿñíèìûé íàëè÷èåì ñåçîí-
íîñòè, ìîæåò áûòü ïîðîæäåí øóìîì, îäíàêî, â ïðèíöèïå, ïðè÷èíîé
ìîæåò áûòü òàêæå ñèëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ãàðìîíèêè ñ ïåðèîäîì 2.4.
Íà äàííîì êîíêðåòíîì ðÿäå íåâîçìîæíî ñäåëàòü äîñòîâåðíûé âû-
âîä, ïîýòîìó ìû âñå æå îòíåñåì ET12,13 ê øóìó.

È ïîñëåäíèì ïîäòâåðæäåíèåì ïðàâèëüíîñòè ðàçäåëåíèÿ (åñòå-
ñòâåííî, ïðèáëèæåííîãî) ñèãíàëà è øóìà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íà
ïðèíàäëåæíîñòü ê øóìó êîìïîíåíòû ðÿäà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ
âîññòàíîâëåíèÿ ïî, òàê ñêàçàòü, ¾øóìîâûì¿ ñîáñòâåííûì òðîéêàì,
ñòàíäàðòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåíî
ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî ðÿäà íà òðè êîìïîíåíòû � òðåíä (ET1; íà
ôîíå èñõîäíîãî ðÿäà), ïåðèîäèêó (ET2�11) è øóì (ET12�84). Ñòà-
òèñòè÷åñêèå êðèòåðèè ïîäòâåðæäàþò (íå îòâåðãàþò) òî, ÷òî òðå-
òüÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé áåëîãî øóìà (âåðîÿòíîñòíûå
óðîâíè òðåõ ðàçíûõ êðèòåðèåâ íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé áîëüøå,
÷åì 0.4).

Ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî ðÿäà íà êîìïîíåíòû. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðèñ. 10, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå ãðóïïèðîâêè ýëåìåíòîâ ñèí-
ãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî äèàãîíàëüíîãî óñðåäíåíèÿ,
äàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé â íà÷àëå ðàçäåëà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîãî ðÿäà íà èíòåðïðåòèðóåìûå àääèòèâíûå êîì-
ïîíåíòû. Òàáë. 4 ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ w-êîððåëÿöèé ìåæäó èçîáðà-
æåííûìè íà ðèñ. 10 êîìïîíåíòàìè.
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Òàá ëèö à 4. w-Êîððåëÿöèè
ET1 ET2�11 ET12�84

ET1 1 0 0
ET2�11 0 1 0.016
ET12�84 0 0.016 1

Êðîìå îáùåãî ðàçëîæåíèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ áîëåå
ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ðÿäà. Äëÿ íàøåãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå íåðåãóëÿðíîãî íà âèä ïîâåäåíèÿ
ñåçîííîé êîìïîíåíòû. Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå òðè êîì-
ïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ ñåçîííîé êîìïîíåíòû íà ãàðìîíèêè. Îáðàùà-
åò íà ñåáÿ âíèìàíèå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ãîäîâîé ãàðìîíèêè,
áîëåå-ìåíåå ïîñòîÿííîå ïîâåäåíèå ïîëóãîäîâîé è óâåëè÷åíèå àì-
ïëèòóäû 4-ìåñÿ÷íîé ãàðìîíèêè. Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ìåòîäû îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò ëèáî íåèçìåííîñòü àìïëè-
òóäû (àääèòèâíûå ìîäåëè), ëèáî åå èçìåíåíèå, îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ
ãàðìîíèê, ïðîïîðöèîíàëüíîå òðåíäó (ìóëüòèïëèêàòèâíûå ìîäåëè).
Âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýòè îáà âàðèàíòà íå ãîäÿòñÿ.

Ïðîáëåìà îòñóòñòâèÿ ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè. Ïðè àíà-
ëèçå èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà íàì íå ïðèøëîñü ñòîëêíóòüñÿ ñ
ïðîáëåìîé ïåðåìåøèâàíèÿ êîìïîíåíò ðÿäà, ò. å. ñ ïðîáëåìîé îòñóò-
ñòâèÿ ñèëüíîé ðàçäåëèìîñòè, âûçâàííîé áëèçêèìè ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè (âåñàìè), ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíûì êîìïîíåíòàì. ×òîáû
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòó ïðîáëåìó, óêîðîòèì èñõîäíûé ðÿä äî ïåð-
âûõ 120 òî÷åê. Ñîîòâåòñòâåííî âûáåðåì äëèíó îêíà, ðàâíîé 60. Íà
ðèñ. 12 èçîáðàæåíà ìàòðèöà w-êîððåëÿöèé. Ñðàâíèâàÿ åå ñ ìàòðè-
öåé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 9, ìû âèäèì, ÷òî ïî-ïðåæíåìó, êàê è ïðè
àíàëèçå ïîëíîãî ðÿäà, ñîáñòâåííûå òðîéêè, íà÷èíàÿ ñ äâåíàäöàòîé,
ìîæíî îòíåñòè ê øóìó. Îäíàêî òåìíûé áëîê, êîòîðûé îáðàçóþò
ET8�11, ïîêàçûâàåò, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, äâå ãàðìîíè÷åñêèå êîìïî-
íåíòû ñìåøàëèñü. Ïåðèîäîãðàììíûé àíàëèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ïîäòâåðæäàåò ýòî � ñìåøàëèñü ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè 1/3 è 1/2.4.
Äëÿ âûäåëåíèÿ âñåé ñåçîííîé êîìïîíåíòû öåëèêîì òàêîå ñìåøåíèå
íå ñòîëü ñóùåñòâåííî (îíî ëèøü âûçûâàåò íåóäîáñòâà ïðè èäåíòè-
ôèêàöèè). Åñëè æå ìû õîòåëè áû âûäåëèòü, íàïðèìåð, êâàðòàëü-
íóþ (òðåõìåñÿ÷íóþ) êîìïîíåíòó îòäåëüíî, òî îòñóòñòâèå ñèëüíîé
ðàçäåëèìîñòè íå ïîçâîëèëî áû íàì ýòî ñäåëàòü. Ñðàâíåíèå ïåðè-
îäîãðàìì (ïî÷òè) ïîëíîãî èñõîäíîãî ðÿäà (ðèñ. 4) è åãî ïåðâûõ
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120 òî÷åê (ðèñ. 13) îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðîáëåìû îòñóòñòâèÿ ñèëü-
íîé ðàçäåëèìîñòè íå áûëî äëÿ èñõîäíîãî ðÿäà: âêëàäû ÷àñòîò 1/3
è 1/2.4 â ïåðâîì ñëó÷àå íåìíîãî ðàçëè÷àþòñÿ, â òî âðåìÿ êàê âî
âòîðîì ñëó÷àå îíè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Jan80 Jul81 Jan83 Jul84 Jan86 Jul87 Jan89 Jul90 Jan92 Jul93
1208 

1759 

2311 

2862 

3413 

3964 

4516 

5067 

5618 

Ðèñ. 3. FORT174: ãðàôèê èñõîäíîãî ðÿäà.

0 0.083 0.167 0.250 0.333 0.417 0.500
0 

32867 

65734 

98600 

131467 

164334 

197201 

230067 

262934 

Ðèñ. 4. FORT174: ïåðèîäîãðàììà
öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà (ïåðâûå 168 òî÷åê).
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1(94.648%)

0.093 

0.109 

0.124 
2(1.428%)

-0.19 

0.00 

0.19 

3(1.364%)

-0.19 

0.00 

0.19 
4(0.504%)

-0.13 

0.00 

0.13 

5(0.495%)

-0.13 

0.00 

0.13 
6(0.262%)

-0.18 

0.00 

0.18 

Ðèñ. 5. FORT174: îäíîìåðíûå äèàãðàììû
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

2(1.428%) - 3(1.364%) 3(1.364%) - 4(0.504%) 4(0.504%) - 5(0.495%)

5(0.495%) - 6(0.262%) 6(0.262%) - 7(0.253%) 7(0.253%) - 8(0.147%)

8(0.147%) - 9(0.144%) 9(0.144%) - 10(0.092%) 10(0.092%) - 11(0.089%)

Ðèñ. 6. FORT174: äâóìåðíûå äèàãðàììû
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
11.4 

12.5 

13.7 

14.8 

15.9 

17.1 

18.2 

19.3 

20.5 

Ðèñ. 7. FORT174: ëîãàðèôìû ïåðâûõ
30 ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

1(94.648%)

2218 

3082 

3946 
2(1.428%)

-1158 

-251 

656 

3(1.364%)

-518 

-2 

514 
4(0.504%)

-272 

-38 

195 

5(0.495%)

-175 

0 

175 
6(0.262%)

-216 

83 

381 

Ðèñ. 8. FORT174: ýëåìåíòàðíûå
âîññòàíîâëåííûå êîìïîíåíòû ðÿäà.
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 - [0.00 , 0.05]
 - (0.05 , 0.10]
 - (0.10 , 0.14]
 - (0.14 , 0.19]
 - (0.19 , 0.24]
 - (0.24 , 0.29]
 - (0.29 , 0.33]
 - (0.33 , 0.38]
 - (0.38 , 0.43]
 - (0.43 , 0.48]
 - (0.48 , 0.52]
 - (0.52 , 0.57]
 - (0.57 , 0.62]
 - (0.62 , 0.67]
 - (0.67 , 0.71]
 - (0.71 , 0.76]
 - (0.76 , 0.81]
 - (0.81 , 0.86]
 - (0.86 , 0.90]
 - (0.90 , 0.95]
 - (0.95 , 1.00]

(1) (5) (9) (13) (17) (21) (25) (29)
(1)

(5)

(9)

(13)

(17)

(21)

(25)

(29)

Ðèñ. 9. FORT174: ìàòðèöà w-êîððåëÿöèé
ýëåìåíòàðíûõ âîññòàíîâëåííûõ êîìïîíåíò ðÿäà.

1(94.648%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
1154 

5618 

2-11(4.778%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
-1387 

1648 

12-84(0.574%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
-1060 

678 

Ðèñ. 10. FORT174: ðàçëîæåíèå ðÿäà íà òðåíä
(ââåðõó, íà ôîíå èñõîäíîãî ðÿäà), ñåçîííóþ
êîìïîíåíòó (â ñåðåäèíå) è øóì (âíèçó).
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2,3(2.792%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
-1143 

1101 

4,5(0.999%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
-349 

351 

6,7(0.515%)

Jan80 Jan82 Jan84 Jan86 Jan88 Jan90 Jan92 Jan94
-375 

376 

Ðèñ. 11. FORT174: ðàçëîæåíèå ñåçîííîé
êîìïîíåíòû ðÿäà íà ãàðìîíèêè.

 - [0.00 , 0.05]
 - (0.05 , 0.10]
 - (0.10 , 0.14]
 - (0.14 , 0.19]
 - (0.19 , 0.24]
 - (0.24 , 0.29]
 - (0.29 , 0.33]
 - (0.33 , 0.38]
 - (0.38 , 0.43]
 - (0.43 , 0.48]
 - (0.48 , 0.52]
 - (0.52 , 0.57]
 - (0.57 , 0.62]
 - (0.62 , 0.67]
 - (0.67 , 0.71]
 - (0.71 , 0.76]
 - (0.76 , 0.81]
 - (0.81 , 0.86]
 - (0.86 , 0.90]
 - (0.90 , 0.95]
 - (0.95 , 1.00]

(1) (5) (9) (13) (17) (21) (25) (29)
(1)

(5)

(9)

(13)

(17)

(21)

(25)

(29)

Ðèñ. 12. FORT120: ìàòðèöà w-êîððåëÿöèé
ýëåìåíòàðíûõ âîññòàíîâëåííûõ êîìïîíåíò ðÿäà.

73



0 0.083 0.167 0.250 0.333 0.417 0.500
0 

41009 

82018 

123027 

164036 

205045 

246054 

287063 

328072 

Ðèñ. 13. FORT120: ïåðèîäîãðàììà öåíòðèðîâàííîãî ðÿäà.
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